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Vorwort. 

Der gewaltige Aufschwung der Hydrotechnik hat sich, soweit 
die Beniitzung theoretischer Hilfsmittel in Frage kommt, auf Grund- 
lage der Ergebnisse der praktischen Hydraulik vollzogen und dies 
mit durchschlagendem Erfolg; die Nutzbarmachung der uns von der 
Natur in den Wasserlaufen dargebotenen Energie erfolgt sowohl bin- 
sichtlich Abgrenzung und Ordnung der beniitzten Gebiete als auch 
hinsichtlich des Energieumsatzes in den Wassermotoren mit einer 
kaum mehr wesentlich zu Bteigemden Vollkommenheit. 

Die klassische Hydrodynamik hat trotz ihrer ebenfalls fort- 
Bchreitenden Entwicklung noch wenig direkten EinfluB auf diese Er- 
rungenschaften genommen; es liegt dies wohl daran, daB die Methoden, 
mit denen die Losung der einzebien Probleme durchgefiihrt ist, fiir 
die technische Handhabimg zu umstandlich sind, und zwar insbe- 
sondere bei der fiir die praktischen Bedurfnisse notwendigen Be- 
riicksichtigung der Bewegungswiderstande der Reibung und Turbulenz. 

Gerade hierin besteht der groBe Vorsprung, den die Hydraulik 
vor der Hydrodynamik besitzt : die Theorien und Berechnimgsmethoden 
der ersteren ermoglichen in relativ einfacher Weise die Beriicksichti- 
gung dieser Widerstande; sie benotigt hierzu allerdings in groBem 
Umfang die Fiihrung durch den Versuch, der sie direkt mit dem 
realen Geschehen vertraut macht. Aber die Beschaftigung mit dem 
Versuche regt je langer je mehr dazu an, die Folge der beobach- 
teten Erscheinungen nicht bloB zu konstatieren und statistisch zu 
ordnen, sondem dieselben auch zu analysieren und deren Zusammen- 
hang so weit zu klaren, daB die Schlufifolgerungen richtend fiir die 
Beurteilung der Zweckdienlichkeit der Formen und Dimensionen 
hydrotechnischer Objekte werden konnen; da nun die Hydrodynamik 
ihrem Wesen nach die detaillierte Beschreibung der Stromungs- 
vorgange ermoglicht, so erscheint das Bestreben nach Schaffung 
Bolcher Methoden berechtigt, die die gewiinschten Beschreibungen 
unter Anwendung von Hilfsmittebi lief em, die dem Ingenieur ge- 
laufig sind und dann ihren Zweck erfiillen werden, wenn die Genauig- 
keit der erzielten Resultate innerhalb technisch zulassigerGrenzen bleibt. 
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IV Vorwort. 

Im vorliegenden Buch ist versucht, einerseits diejenigen Ergeb- 
nisse der klassischen Hydrodynamik zusammenzufassen, die fiir die 
Hydrotechnik wertvoll sind und andererseits auf Grundlage der ana- 
Ijrtischen Geometrie, der darstellenden Geometrie und der konformen 
Abbildung, graphische Methoden vorzulegen zur Darstellung von 
Stromungsvorgangen und zwar mit Beriicksichtigung der Reibungs- 
widerstande und der Turbulenz. 

Die Beweisfuhrung fiir die Richtigkeit der Methoden und die 
Zulassigkeit der Verallgemeinerung einzebier Versuchsergebnisse er- 
fordert immerhin eine weitgehende Verwendung der Mathematik; 
die Ausbildung der graphischen Methoden zur Vollkommenheit einer 
moglichst miihelosen Verwendbarkeit laQt auch noch die Losung 
einiger Probleme der darstellenden Geometrie wiinschenswert er- 
scheinen; im Prinzipe diirften jedoch die vorgeschlagenen Methoden 
einen solchen Grad von Durchsichtigkeit besitzen, daB eine weitere 
Ausbildung lohnend erscheint. 

Die Verwendbarkeit der vorgeschlagenen Methoden zur Dar- 
stellung von Stromungsformen und zur Analyse der Erscheinungen ist 
an einer Reihe von Beispielen und durch Vergleiche mit Versuchs- 
resultaten veranschaulicht und bei Auswahl derselben moglichst auf 
deren praktischen Wert geachtet. 

In Abteilung II sind einige Probleme der Hydrostatik behandelt. 

Von einer Wiedergabe der Ableitungen bereits bestehender und 
bekannter Gleichungen wurde in den meisten Fallen abgesehen; die 
Hinweise auf einschlagige Literatur sind im Text oder als FuBnoten 
eingesetzt. 

Meinem ehemaligen Assistenten, Herrn dipl. Masch.-Ing. 
A. Schirger, sowie dem Studierenden an der Abteilung fiir Ma- 
schineningenieure der Eidg. techn. Hochschule in Ziirich, Herrn 
Oskar Weber, sage ich fiir die Mithilfe bei der Anfertigung der 
Zeichnungen, Skizzen und der Reinschrift meinen besten Dank. 

Ziirich, im Februar 1913. 
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I. Grundlagen. 



Fiir die Theorien der Hydrotechnik kommt hauptsachlich der 
fliissige AggregatzuBtand des Waseere in Betracht, die praktische 
Hydrotechnik hat sich mit dem festen Aggregatzustand insofem ab- 
zugeben, als durch die Eisbildung (Treibeis, Grundeis) in natiirlichen 
Gewassern Storungen in den Zu- und AbfluBkanalen verursacht wer- 
den, fiir deren Abschwachung oder Beseitigung durch geeignete bau- 
liche, eventuell auch mechanische Einrichtungen Sorge getragen wer- 
den muO; der gasformige Aggregatzustand kommt in Eolchen Fallen 
in Betracht, wo fliissiges Wasser innerhalb des Stromungsgebiets in 
Raume gelangt, in denen, sei es durch verminderten Druck, sei 
es vermoge des groOen Warmeinhaltes der Fliissigkeit, Dampfbildung 
verursacht und moglich ist (z. B. in Warmwasserpumpen). 

A. Physikalische Eigenschaften des Wassers, 

Experimentelle Ergebnisse. 

Raumgestalt, Diskontinuitatsflachen. 

Wasser hat im fliissigen Zustande keine selbstandige Gestalt; 
seine Raumgestalt ist durch die Form der Hohlraume der festen 
Korper bestimmt, in denen es sich befindet; sind die Hohlraume 
geschlossen und voUstandig mit Wasser (oder sonst einer homogenen 
Fliissigkeit) angefiillt, so ist deren Raumgestalt kongruent derjenigen 
der Hohlraume; sind dieselben nicht vollstandig angefiillt, so wird 
die Raumgestalt des Wassers teils durch die Wande der Hohlraume, 
teils durch freie Oberflachen bestimmt, an denen das Wasser mit 
dem in den Hohlraumen befindlichen gasformigen Medium in Be- 
riihrung steht; die Gestalt dieser Flachen ist von den Bewegungs- 
zustanden abhangig; sind in den Hohlraumen Fliissigkeiten ver- 
schiedener Art in ungemischtem Zustand vorhanden, so grenzen die 

Pr&sil, TechnUch« Hydrodynamik. 1 
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Grundlagen. 



Flussigkeiten ebenfalls an Flachen aneinander, deren Form von den 
Bewegungszustanden und vom Rauminhalt der Flussigkeiten ab- 
hangig ist; man nennt dieselben Diskontinuitatsflachen, die freien 
Oberflachen sind dementsprechend Diskontinuitatsflachen; seiche 
konnen auch innerhalb einer Fliissigkeit entstehen und zwar bei 
Bewegungserscheinungen mit verschiedenen Bewegungsformen ein- 
zelner Telle der Fliissigkeit (Wirbel, Nebenstromungen). 

Beispiel: die freie Oberflaohe einer ruhenden Fliissigkeit in einem ruhen- 
den Gefafi ist eine horizontale Ebene; die freie Oberflache einer Flussigkeit in 
einem Rotations-Hohlraum, der sich um eine vertikal stehende geometrische 
Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht, ist bei relativer Ruhe der 
Fliissigkeit gegeniiber dem Gefali ein Rotationsparaboloid ; ist das Gefafi in 
Ruhe, so ist in demselben eine kreisende Be- 
wegung der Fliissigkeit moglich, die vom 
Rande ab bis zu einer bestimmten Entfernung 
von der Achse derart erfolgt, dafi dort die freie 
Oberflache eine Art hyperbolischer Rotations- 





Fig. 1. 



Fig. 2. 



flachen, hingegen in der Nahe der Achse eine parabolische Rotationsflache wird 
(Rankines kombinierter Wirbel). Siehe „Lamb", Lehrbuch der Hydrodyna- 
mik, S. 33 und Fig. 1 . 

Lalit man durch die kleine Ofifnung eines stark trichterformig geformten 
Gefafies mit vertikal stehender Achse Wasser einstromen und findet die Aus- 
stromung unter Wasser in ein Sammelgefafi statt, so zeigen Schwimmkorperchen, 
die der Fliissigkeit beigemengt sind, dafi im Trichter zwei Stromungsformen 
(Fig. 2) auftreten: eine Hauptstromung des durch die kleine Offnung einstro- 
menden Wassers, die sich innerhalb des Trichters in der Nahe der geometrischen 
Achse voUzieht, eine Nebenstromung, die die Hauptstromung bis zur Trichter- 
wand umgibt und dadureh entsteht, dafi ein Teil der bereits aus dem Trichter 
ins Sammelgefafi langs und in der Nahe der Trichterwand wieder gegen die 
Einstromungsofifnung gefiihrt und dann langs und in der Nahe der Grenzflache 
der Hauptstromung wieder ins Sammelgefafi zuriickgefiihrt wird; diese Grenz- 
flache ist eine Diskontinuitatsflache. 

Einflufinehmend auf die Gestalt von Diskontinuitatsflachen sind auch die 
Molekularkrafte, es ist dies jedoch in so geringem Mafie der Fall, namentlich 
bei Bewegungsvorgangen, dafi von einer Beriicksichtigung des Einflusses abge- 
sehen wird. 



Physikalische £igenschaften des Wassers. 3 

Spczifisches Gewicht, ZusammendrQckbarkeit, Dichte, 

spezifisches Yolumen. 

Das spezifische Gewicht des Wassers ist veranderlich mit der 
Temperatur deseelben und dem Druck, die Veranderlichkeit ist jedoch 
innerhalb der Grenzen, die den Anwendungsgebieten der Hydrotechnik 
entsprechen, so gering, daB im allgemeinen von deren EinfluB ab- 
strahiert wird; es wird demgemaO zumeist das Gewicht des Wassers 
pro Kubikmeter = 1000 Kilogramm angenommen und Unzusammen- 
driickbarkeit desselben vorausgesetzt. 

Bei manchen Untersuchungen, z. B. denjenigen der ungleich- 
formigen Bewegung in langen Leitungen, fiihrt jedoch diese Ab- 
straktion zu unvollstandigen Resultaten, es ist hierbei der elastische 
Zustand des Wassers und des Wandmaterials zu beriicksichtigen^). 

Die Zusammendriickbarkeit des Wassers in Millionenteilen 
des urspriinglichen Volumens pro 1 Atmosphare (= 1,033 kg/qcm) be- 
tragt fiir luftfreies Wasser 

nach Colladon-Sturm 49,65 
„ Oersted .... 46,65 
„ Grassi bei 0« C . 50,00 

„ 53 '^C 44,00. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Wasser betragt nach 
Versuchen von Colladon-Sturm 1485 m/sek und laBt sich berechnen aus der 



yi. 



Formel a m/sek =-■/—, worin g = 9,81 qm/sek die Beschleunigung der Schwer- 

kraft, 8 die Langenanderung einer Schlcht von der Lange I und dem Quer- 
schnitt 1, unter einem dem Gewichte ihrer eigenen Masse gleichen Totaldruck 

9-81 _|| 

bedeutet; hieraus ergibt sich 8= ----- = 4,77-10 als Langenanderung per 

1 m Wassersaule und hiermit per 1 alte Atm. = 10,33 m die Zusammendriick- 
barkeit des Wassers mit 49,17 in guter t)bereinstimmung mit obigen Werten. 

Das luftfreie Wasser besitzt seine groBte Dichte bei 4® C 
(nach Versuchen an der Physik.-techn. Reicheanfetalt bei 3,98®). 

Die aus Versuchen verschiedener Experimentatoren von Ro- 
se Hi abgeleitete Formel fiir das epezifieche Volumen bei Atmo- 
spharendruck, d. i.: 

F,= l+^(< — 4f — B(< — 4)?.« + C(( — 4)« 
^ = 0,000008 37991 
B = 0,000000378 702 
= 0,0000000224329 



^) Siehe AUgemeine Theorie iiber die veranderliche Bewegung des Wassers 
in Rohrleitungen von Lorenzo Allievi; ins Deutsche iibersetzt von Robert 
Dubs und V. Bataillard. Verlag von Julius Springer 1909. 

1* 



4 f Grundlagen. 

ergibt innerhalb der Temperatiirdifferenzen — 5® und -|- 100** Werte, 
die in der Nahe des Dichtemaximums bis auf die sechste Dezimale. 
bei hoheren Temperaturen bis auf +0,00003 mit den Versuchs- 
resultaten iibereinstimmt. 

Nach derselben ergibt sich folgende Tabelle^): 



Temperatur 


Diohte bei 
4<> C — 1 gesetzt 


Volumen 


10° 


0,998145 


1,001858 


5^ 


9298 


0702 


00 


9871 


0129 


+ 4« 


1,000000 


1,000000 


+ 10<> 


0,999747 


0253 


+ 20<^ 


8259 


1744 


+ 30° 


5 765 


4253 


+ 40^ 


2 350 


7 700 



Absorption von Gasen. 

Wasser besitzt die Eigenschaft, aus der umgebenden Luft Gase 
zu absorbieren. Fiir Sauerstoff und Stickstoff ist die Absorption 
eine eigentliche oder physikalische, d. h. es entstehen hierbei keine 
chemischen Bindungen, wahrend andere Gase, wie z. B. Ammoniak- 
gas, chemisch gebunden werden; Kohlensaure wird teils chemisch, 
teils rein physikalisch absorbiert. 

Von besonderer Bedeutung fiir die Hydrotechnik ist der ge- 
nannte Fall: Absorption von Sauerstoff und Stickstoff aus der 
atmospharischen Luft; wird nach Buns en mit a der Absorptionskoeffi- 
zient, d. i. das auf 0® reduzierte Gasvolumen, das von Volumenein- 
einheit Fliissigkeit bei einem Druck von 760 mm Quecksilbersaule 
absorbiert wird, bezeichnet, so gilt 

fur Stickstoff aj^ =0,020 346 — 0,00053887^ + 0,000011156 <* 
fiir Sauerstoff ao = 0,041 15 —0,001 09 < -{-0,00002256 1« 

und femer das Gesetz der Teildriicke: „Wenn zwei oder mehrere 
Gase miteinander gemischt sind, so erfolgt die Absorption 
proportional dem Drucke, denen jeder der Gemengteile 
ausiiben wiirde, wenn er sich allein in dem vom Gasgemenge 
erfiillten Raum befande." Atmospharische Luft besteht aus 
0,2096 Volumteilen Sauerstoff und 0,7904 Volumteilen Stickstoff, 
hiermit ist der Partialdruck 

fiir Sauerstoff p^, = 0,2096jol 
„ Stickstoff i?„ = 0,7904i?x 



^) Auszug aus der Tabelle auf S. 92 von Miiller-Pouillets Lehrbuch 
der Physik, Bd. IXj. 
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wenn pL den Luftdruck bezeichnet; es ergibt sich mit den Abeorp- 
tionskoeffizienten a^ und «,v, die fiir den Druck von 760 mm Queck- 
silbersaule gelten, der Absorptionskoeffizient fur Luft bei demselben 
Druck 

aL = 0,2096 oo + 0,7904 aN 

und demnach fur t = O^C mit: «o = 0,041 15; «iv= 0,020346 

aL = 0,008635 -f 0,01651 = 0,024 726, 

d. h. die im Wasser von 0® absorbierte Luft enthalt 34^/q 
SauerBtoff und 66^/^ Stickstoff, wahrend die atmospharische 
Luft 21^Iq Sauerstoff und 79^/^ Stickstoff enthalt. 

Wenn Waaser, das absorbierte Luft enthalt, im Laufe eines Stro- 
mungsvorganges in den Zustand kleinerer als atmospharischer Pressung ge* 
langt, so entweicht die absorbierte Luft; es entsteht ein Gemisch von Wasser 
und Luft, wodurch einerseits die Stromungsvorgange beeinfluQt werden, anderer- 
seits kann der grofiere Sauerstoffgehalt des wieder freigelassenen Gemisches 
zerstorend auf die Wandungen der Gefafiwande einwirken, wie sich dies an 
den Lauf- und Leitradem von Turbinen und Zentrifugalpumpen in storendem 
Mafie bemerkbar macht. 

Das Freiwerden absorbierter Luft ist auch eine der Ursachen, die die 
praktische Saughohe an Wasserhebemaschinen beschrankt. 

In erhohtem Mafie gilt das Obige fiir kohlensaurehaltiges Wasser, der 
Absorptionskoeffizient fiir dieses Gas ist namlich nach Bunsen 

OLE = 1,7967 — 0,07761 1+ 0,001 6424 <«, 

also relativ sehr grofi. Das absorbierte Gasgemenge kann durch Erwarmen 
reduziert resp. ganz entfemt werden, da das Absorptionsvermogen mit hoherer 
Temperatur abnimmt. 

Eisbildung. 

Chemiflch reines luftfreies Wasser erstarrt bei Atmospbaren- 
druek unter gewohnlichen Umstanden bei 0^, unreines Wasser, z. B. 
FluBwasser, bei der etwas niedrigen Temperatur von — 0,0017°, 
See wasser bei — 2,5® zu Eis; unter besonderen Umstanden kann 
die Erstarrung bis zu einer Unterkiihlung auf — 13° verzogert wer- 
den, worauf sie dann plotzlicb unter Erhohimg auf die normale Er- 
starrungstemperatur eintritt. Der Scbmelzpunkt des Eises wird durcb 
boben Druck emiedrigt, und zwar pro 1 Atmosphare Druckzunahme 
um 0,0075° die bei der Eisbildung frei werdende Warmemenge 
betragt 79,25 Kalorien; die spezifische Warme des festen Eises ist 
= 0,5, des geschmolzenen Eises = 1,0 Kalorie. 

In ruhendem Wasser findet die Eisbildung von der Oberflache 
ausgehend nach unten statt, es bildet sich eine Eisdecke, unterhalb 
derselben ist die Temperatur des Wassers hoher als 0" bis zu 4°; 
am flieQenden Wasser entwickelt sich Eis auch an der Sohle als so- 
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genanntes Grundeis ; dasselbe hat seinen Ursprung auch in der Ober- 
flachen-Eisbildung sowie in gefallenem Schnee. Die Temperatur ist 
in verschiedenen Tiefen nahezu dieselbe. 

t)ber die Bildung des Grundeises und dessen Eigenschaften liegt eine 
Monographie vor: Das Grundeis und daherige Storungen in Wasserlaufen und 
Waeserwerken von Dr. phil. C. Liischer, Ingenieur in Aarau, Druck und Verlag 
von Emil Wirz-Aarau. 

Dampfbildung. 

Gelangt stromendes Wasser innerhalb seiner Bahn durch Hohl- 
raume, die teilweise mit Luft angefuUt sind, — so ist Gelegenheit 
zur Bildung von Dampf vorhanden, der mit der Luft in Mischung 
tritt; die Erscheinung wird aber nur dann praktisch fiihibar, wenn 
entweder die Temperatur des Wassers eine anhaltend hohe (z. B. Warm- 
wasserpumpe) ist oder wenn der Druck im Hohlraum klein ist (Saug- 
windkessel); in diesen Fallen kann sich die Verdampfungserseheinung 
mit der Erscheinung der Abgabe absorbierter Gase vereinigen. 

Ist der Druck des Gemisches =P) so sind die Raumteile von 
Luft und Wasserdampf 

rz = -^— ; rj) = -^ , worm (p = -T 

V V V 

die relative Feuchtigkeit, pj) den wirklichen Teildruck des Wasser- 

dampfes, p' den der Temperatur des Gemisches entsprechenden 

Sattigungsdruck desselben bedeuten; fur gesattigte Luft ist (p = \. 

Bezugliche Tabellen gibt die Hiitte, 20. Aufl., Bd. I, S. 323 u. 334. 

Reibung, Yiskositat 

Die zu oberst angefiihrte Eigenschaft, die Unselbstandigkeit der 
Raumgestalt, hangt zusammen mit der Eigenschaft der leichten Be- 
weglichkeit des Wassers; dieselbe ist jedoch keine voUkommene, da 
der Verschiebimg der Fliissigkeitsteile gegen feste, wenn auch an 
sich glatte Wande und untereinander molekulare Krafte entgegen- 
wirken; die Wirkung dieser Krafte wird als Reibung, und zwar 
diejenige zwischen Wand und Fliissigkeit als auBere Reibung, 
diejenige zwischen Fliissigkeitsteilchen untereinander als inn ere 
Reibung oder Viskositat bezeichnet; es wird im allgemeinen an- 
genommen, daB die auBere Reibung so groB ist, daB die Erschei- 
nung der Benetzung, d. i. das Haftenbleiben von Fliissigkeit an den 
Wanden eintritt selbst bei groBter Bewegungsgeschwindigkeit der 
iibrigen Fliissigkeitsteile. Durch die innere Reibung tritt eine Wechsel- 
wirkung zwischen den einzelnen Schichten stromender Fliissigkeit 
auf, die einfluBnehmend auf die Bewegung der einzelnen Telle wird. 
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Die der inneren Reibung entsprechende Kraft ist, nach der 
beziiglichen Hypothese von Jsewton, durch die Gleichung 



r' 



in dem Sinne bestimmt, daB, wenn eine Fliissigkeiteschicht von der 
unendlich kleinen Dicke d in Flachen von der GroBe / mit benach- 
barten Schichten in Beriihrung steht, die die parallel gerichteten 
Geschwindigkeiten v' resp. v besitzen, K die Kraft in der Richtung 
von t/ ist, durch die die sich mit der Geschwindigkeit v bewegende 
Schicht beschleunigt wird; auf die andere Schicht wirkt K in ent- 
gegengeeetzter Richtung verzogemd; vorausgesetzt ist hierbei, daB 
v'j>v; t/ — V ist hiermit die Relativgeschwindigkeit der beiden 
Schichten ; liegt die Dicke d in der Richtung der Komponente z eines 

kartesischen Koordinatensystems , so kann t/ = v-f---^z gesetzt 

oz 

werden; es folgt aus obiger Gleichung 

und hiermit fiir lim d = der Ausdruck fiir die Reibungskraft 
zwischen zwei Flussigkeitsschichten, die sich in der Flache f be- 
riihren. verzogernd auf diejenige Schicht wirkend, die sich gegen 
die andere relativ rascher bewegt. 

7] ist der Koeffizient der inneren Reibung; derselbe hat 
die Dimension: Kraft xZeit dividiert (Lange)^ sein Wert ist experi- 
mentell zu bestimmen. Poisseuille hat durch AusfluBversuche an 
Kapillarrohren und Vergleich der Resultate mit theoretischen auf 
die Newtonsche H>^othese gegriindeten Untersuchungen die Giiltig- 
keit derselben fiir Stromungen durch solche Rohren erwiesen, hierbei 
die heute gebrauchlichste Methode fiir die Bestimmung der Werbe 
von rj begriindet und fiir Wasser bei verschiedenen Temperaturen t 
in Celsiusgraden im mm/mg/sek-System (auch giiltig in kg/m/sek- 
System) 

_ 0.0(X)1817 

*^"~(l-f 0,0336 r+ 0,000 22U^ 



bestimmt (Comptes rendus 11412 [1840 — 41], Recherches exp6rimen- 
tales sur les liquides dans les tubes de tres petits diametres). 

Die Druckdifferenz dp, die zur Uberwindung der Reibung 
zwischen zwei in der Entfemung L befindlichen Querschnitten eines 
horizontalen kreiszylindrischen Rohres vom Durchmesser D bei gerad- 
liniger, gleichformiger Bewegung des Wassers mit der mittleren Ge- 
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schwindigkeit t'^ notig ist, laBt sich aus folgender vorgreiflich zitierter 
Formel berechnen: 

327]Lv^ 



^P = -'^^- : ... II 



Hiermit ist in einem Rohr von bestimmten Dimensionen und bei 
konstanter Teraperatur (wobei tj konstant bleibt) Ap proportional 
der Geschwindigkeit v^. 

Hingegen folgt aus Versuchen an Rohren mit grofierem Durch- 
messer, dafi Ap im allgemeinen nicht proportional t;^, eondem aus 
einer Formel von der Form: 

-"^-y'ili i« 

bestimmbar ist, in der y das Gewicht des Wassers pro Volumen- 
einheit, g die Beschleunigung der Erdschwere und k einen empirischen 
Widerstandskoeffizienten bedeutet, fur den nach den Untersuchungen 
von Lang, unter Beriicksichtigung aller bis 1907 veroffentlichten 
und etwa 300 eigene Versuche zwischen den Geschwindigkeits- 
grenzen v^ = 0,004 m/sek bis t'^=53m/sek die Formel gilt: 

k = la-\--.LJ\G IV 

a und C sind die Zahlenwerte, die vom Zustand des Rohres 
abhangig sind. Man kann setzen: a = 0,01 2; C=l fiir neue Rohre 
mit ganz glatter Innenflache ohne erkennbare Verschiebung der 
Querschnitte an den Verbindungsstellen. 

a == 0,020; C= 1 fiir neue oder sehr gut gereinigte Rohre mit ganz 
geringen Unebenheiten an der Innenflache und an den Verbindungs- 
stellen. 

f dV 

a = 0,020 und C=( — 1 fiir Rohre mit ersichtlichen Uneben- 
heiten, worin d den normalen, d^ den von den Unebenheiten ver- 
ursachten freibleibenden Durchmesser bedeuten. Der Wert des 
Zahlers b ist von der Temperatur abhangig und betragt 0,0018 bei 
etwa 20® C, wachst bis zu 0,0022 bei 3® C und nimmt ab bis zu 
0,0004 bei 100® C. 

Berechnet man fiir z. B. L = 100 m; D =: 0,6 m; v^ = 2,0 m/sek 
<=20® die Werte von Ap^ so ergibt sich aus der Formel I: 

12 = 0,000103 

und hiermit aus Formel II: 

Ap = 2,6368 kg/qm 
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mit a =0,020, C— 1; [? = 0,0018 aus Formel IV: 

X = 0,020 -f 0,0018 = 0,0218 
und mit y = 1000 kg/cbm; ^=9,81 m/sek* aus Formel III: 

Ap = 816 + 73 = 889 kg/qm. 

Hieraus erkennt man, daB die Bewegungswiderstande nur in 
relativ geringem MaBe von der Reibung selbst abhangen, daB viel- 
mehr der Zustand des Rohres, dessen EinfluB in der Formel IV durch 
den Zahlenwert a und den Koeffizienten G zum Ausdruck kommt, 
in iiberwiegendem MaBe bestimmend fiir dieselben ist. 

Die Erklarung hierfiir ist nun durch die grundlegenden Versuche 
von Osborne Reynolds gegeben, die in Papers on Mechanical 
and Physical Subjects, Cambridge, at the University Press, 1901, 
Vol. n, pag. 61 u. f. veroffentlicht sind; aus denselben geht hervor, 
daB neben der flieBenden Bewegung noch unregelmaBige wirbelnde 
Bewegungen vorhanden sind, die die fiir das FlieBen notige Druck- 
differenz erhohen; es ist dies die Erscheinung der 

Turbulenz. 

Durch Beobachtung der Stromungserscheinungen in geraden Glas- 
rohren von kreisformigem Querschnitt, in denen die Form der Be- 
wegung durch entsprechende Zufiihrung gefarbter Fliissigkeitsbander 



^^ss 



i^ 



'W ^M^ AW 



Fig. 3. 

(Fig. 3) ersichtlich gemacht wurde, ergaben sich folgende qualitative 
Resultate: 

1. Bei geniigend kleinen Geschwindigkeiten bildete der die 
Stromung zeigende Farbstreifen eine schone stabile gerade 
Linie langs des Rohres. 

2. Bei vergroBerten Geschwindigkeiten tritt immer in betracht- 
licher Entfemung von der Einmiindung, dort aber plotzlich 
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eine Mischung des Farbbandes mit dem umgebenden Wasser 
ein, die dann im weiteren Teil des Rohres erhalten bleibt; 
bei Momentbeleuchtung erweist sich die gefarbte Masse in 
mehr oder weniger regelmaBige Wirbel aufgelost, die Be- 
wegung ist nur im ersten Teil des Rohres stabil. 

3. Die Geschwindigkeit, bei der dieser plotzliehe Ubergang vom 
stabilen in den wirbelnden Zustand stattiindet, ist in be- 
stimmter Weise abhangig vom Durchmesser und der Tem- 
peratur der Fliissigkeifc ; sie hat den Charakter einer kritischen 
Geschwindigkeit. 

4. Wird in die Rohre eine sich an die Rohrwand anschmiegende 
Drahtspirale eingelegt, so treten an derselben Storungen 
der Bewegung bereits bei kleineren Geschwindigkeiten als 
sub 3 auf. 

5. Ist der Zustand im ZufluBgefaB ein sehr unruhiger, so lost 
sich bei ganz kleinen DurchfluBgeschwindigkeiten das Farb- 
band schon bald in unregelmaBige Wirbel auf; bei etwas 
vergroBerter Geschwindigkeit werden die Wirbel regelmaBig 
und verschwinden dieselben bei weiterer Vergrofierung der 
Geschwindigkeit so, daB die Bewegung eine stabile, das Farb- 
band geradlinig wird, welcher Zustand bestehen bleibt, bis 
die dem Rohrdurchmesser und der Temperatur entsprechende 
kritische Geschwindigkeit erreicht wird, bei der die normale 
Erscheinung eintritt. 

6. In relativ engen Rohren treten abwechselnd in periodischer 
Langenausdehnung unstabile und stabile Bewegungen auf. 

7. Die Unstabilitat beginnt unter alien Umstanden in einer Ent- 
femung von der Eintrittsmiindung des Rohres, > 30 f ache 
des Rohrdurchmessers. 

Das wesenthchste quantitative Resultat besteht in der Formel: 

V-^:l = C mit C=1900 bis 2000, 
V 

wobei Vjg die kritische Geschwindigkeit, D den Rohrdurchmesser, 
Q die spezifische Masse, 9; den Koeffizienten der inneren Reibung 
und C eine Konstante bedeuten, deren Werte Reynolds aus seinen 
eigenen Versuchen und denjenigen von Poisseuille und von Darci 
abgeleitet hat; C ist ein reiner Zahlenwert. Mit den Dimensionen 
des obigen Beispiels y = 998,26 kg/cbm entsprechend i=20® und 
g = 9Sl m/sek, also ^=101,7 wird 
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Man erkennt, dafi die kritische Geschwindigkeit sehr kleine Werte 
annimmt und daher in Rohrleitungen im allgemeinen unstabile oder 
nach gebrauchlicher Bezeichnung turbulente Bewegungen vorhan- 
den Bind. 

Aus den aufgezahlten Versuchserscheinungen, die durch andere 
Experimentatoren bestatigt und erweitert wurden, ferner aus dem 
Umstande, daB der Widerstand durch innere Reibung allein ein 
geringer und daB der Wert der kritischen Geschwindigkeit mit ab- 
nehmender Zahigkeit der Fliissigkeit, d. i. abnehmendem rj^ sinkt, 
ist zu schlieBen, daB die Quantitat des Widerstandes der tui'bulenten 
Bewegung durch UngleichmaBigkeiten der Stromung bestimmt ist. 
die einerseits durch Storungen der Bewegungen am Zu- und AbfluB. 
sowie durch die Rauhigkeit der Rohrwandung verursacht, andere r- 
seits eben durch die Eigenschaft der leichten Beweglichkeit gefordert 
sind. Die innere Reibung spielt hierbei eine ausschlaggebende Rolle 
in der Nahe der Wande, indem dieselbe dort Wirbel verursacht, die 
in die iibrige Fliissigkeit hineinwandem. Siehe Prandtl, Verhandl. 
d. intemat. mathem. Kongresses 1904. 

Die Turbulenz ist natiirlich nicht an Rohren mit Kreisquer- 
schnitt gebunden, sondem ist im allgemeinen bei Stromungsvor- 
gangen zu linden; ihr EinfluB auf das Strom ungsvermogen ist fiir 
die Zwecke der praktischen Rechnung durch eine Reihe von 
Formeln zur Bestimmung der Widerstandshohe, d. i. die in Wasser- 

saule ausgedriickte Druckdifferenz Ap also h^= —^ zum Ausdruck 

gebracht^); diese Formeln beziehen sich auf Stromungen in Rohren, 
Fliissen und Kanalen und wird auf deren systematische Zusammen- 
stellung in „Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften" IV, 2, 
Heft 3, Hydraulik von Forchheimer verwiesen. Im Heft 44 der 
Forschungsarbeiten des V. d. Ing. und im Bd. 52 der Z. d. V. d. Ing. 
hat Biel die Ergebnisse derselben in folgende zwei Formeln nebst 
Tabelle zusammengef aBt : 



E 

' ^ 1 11 1. 1 /^ ^, x^ ,. , 1 ^ Querschnitt in qm 

worm jB den hydraulischen(Pronls-)Radius,d.h.E = , — ^r-i -^ 

^ benetzterUmfangm 

und L die Rohrlange in Kilometern bezeichnet; 

ifc = a + -^H ^-=:M B 

VB V'VB y 



^) Hierzu gehort auch die oben erwahnte Formel von Lang. 
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a ifit ein Grundfaktor, f der Rauhigkeitefaktor, h der Zahigkeits- 
faktor und (rj) der Reibungskoeffizient (nach Biel absoluter Zahig- 
keitskoeffizient) in C. G. S.-Einheiten, also (17) = 98,1 17, wenn 1;, wie 
oben, in, dem praktischen MaBeystem entsprechenden Ziffernwerten 
gegeben ist. 

Biel unterscheidet 6 Rauhigkeitsgrade, charakterisiert dieselben 
wie folgt: 

Rauhigkeitsgrad I blankgezogene Rohre, 

„ II Blechrohre, 

„ III guBeiseme Rohre und ebene 

Wandungen aus Zement, 

„ IV rauhe Bretter, 

,, V Backsteinwandungen, 

,, VI rauhe Wandungen 

Btellt folgende Tabelle auf: 

Rauhigkeitsgrad I II III IV V VI 

Grundfaktor a 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12 

Rauhigkeitsfaktor fiir 

Rohre, f 0,0064 0,018 0,036 0,054 0,072 

fiir Bruchsteinmauerwerk : 0,18 

„ rauhes „ 0,27 

„ Kanale in Erde, regel- 
maQige Bache, Fliisse, 

Strome 0,50 

„ Gerolle, Wasserpflanzen 

und Hindemisse . . . 0,75 

dto bis 1,06 

Zahigkeitskoeffiz. 6 . . . 0,95 0,71 0,46 0,27 0,27 

(1?) fur ^=120 \^ 0,0118 0,0088 0,0057 0,0032 0,0032 

*'7" „ i = 1000/ 0,00294 0,0022 0,00142 0,00083 0,00024 

und zeigt an Diagrammen die gute Ubereinstimmung mit den Er- 
gebnissen friiherer Formeln. 

Bei der Verschiedenheit der Umstande, die die Turbulenz ver- 
ursachen, ist es naturgemaB unmoglich, eindeutige Hypothesen 
fiir deren Quantitat aufzustellen; es ist jedoch von verschiedenen Phy- 
sikem gezeigt worden, daB der allgemeine Aufbau obiger empirischer 
Formeln auch auf theoretischem Wege begriindet werden kann, und 
sind diesbezuglich namentlich die Untersuchungen von Osborne- 
Reynolds an oben angegebener Stelle und diejenigen von Bous- 
sinesq in seiner Theorie de F^coulement tourbiUonant et tumul- 
teux . . . anzufiihren. 

Beide Autoren und femer H. A. Lorentz- Leiden haben Theorien 
der turbulenten Bewegung auf Gnmdlage der Hydrodynamik auf- 
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gestellt, um die d3mamischen Verhaltnisse der Turbulenz zu klaren 
und den EinfluB der Zahigkeit auf die Stoning oder Wiederher- 
Btellung der Stabilitat zu bestimmen. (Siehe Abhandlungen iiber 
theoretische Physik von H. A. Lorentz, Teubner-Leipzig, S. 43 u. f.) 
Auf die Theorien von Lorentz wird in der Folge Bezug ge- 
nommen werden. 



B. Die Gmndgleichimgen. 

Der BewegungBzustand einerFliissigkeit ist dann durch Gleichungen 
vollstandig beschrieben, wenn mittels derselben fiir jeden Punkt des 
von der Flussigkeit erfiillten Raumes und fiir jede Zeit die Stro- 
mungsgeschwindigkeit und die, an das den Punkt umgebende Massen- 
element angreif enden, Krafte der GroBe und Richtung nach bestimmt 
werden konnen. 

Die mathematische Beschreibung erfordert die Wahl zweck- 
maBiger Koordinatensysteme, auf die die Bewegungen zur Ortsbestim- 
mung und Orientierung der Geschwindigkeiten und Krafte bezogen 
werden und die Festlegung des Anfangszustandes, von dem aus die 
Zeitmessung erfolgt. 

Die Form der Koordinatensysteme wird in der Folge zumeist 
der Stromungsform angepaBt, fiir allgemeine Betrachtungen das kar- 
tesische Koordinatensystem verwendet werden. Handelt es sich um 
die Beschreibung einer Stromung in einem gegen die Erde fest- 
stehenden Hohlraum, so geniigt die Annahme eines mit der Erde 
fest verbunden gedachten Koordinatensystems; handelt es sich 
um die Beschreibung einer Stromung gegen einen in der stro- 
menden Fliissigkeit bewegten Korper, so ist ein, mit dem sich 
bewegenden Korper fest verbundenes Koordinatensystem anzunehmen 
und dessen Bewegung gegeniiber dem zur Erde feststehenden Koordi- 
natensystem zu beriicksichtigen; es finden hierbei die Grundsatze 
der Relativbewegung Anwendung. 

Die auf ein Massenelement der Fliissigkeit wirkenden Krafte sind 
teils Massenkrafte, toils Oberflachenkrafte. Als Massenkraft 
kommt vom rein physikalischen Standpunkt aus bei Beschreibung der 
Bewegung der Fliissigkeit im feststehenden Koordinatensystem nur 
die Schwerkraft in Betracht; bei Beschreibung in bezug auf das be- 
wegliche Koordinatensystem sind nach dem Satz von Coriolis die 
Erganzungskrafte der Relativbewegung als Massenkrafte hinzu- 
zufiigen; hierdurch wird bekanntlich erreicht, daB bei angenommener 
Ruhe dieses Koordinatensystems, imter dem EinfluB der Schwer- 
kraft und der Erganzungskrafte die Fliissigkeit dieselbe Bewegung 
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als absolute Bewegung annehmen wiirde, die sie dem bewegten 
Korper gegeniiber als Relativbewegung ausfiihrt; man hat also bei 
Aufstellung der Gleichungen in diesem Falle von einer Bewegung 
des (Korper-)Koordinatensystem8 abzusehen; dieselbe ist bereite in 
den Ausdriicken fiir die Erganzungskrafte beriicksichtigt. 

Der bewegte Korper kann hierbei selbst von Fltissigkeit dureh- 
stromt werden; wie z. B. in Turbinen und in Kreiselpumpen. 

An den Beriihrungsflachen der einzelnen Massenelemente 
untereinander sowie gegen andere Medien (Luft an den freien Ober- 
flachen, festes Material an den Beriihrungsflachen mit festen Korpern 
usw.) treten Oberflachenkrafte auf, die im allgemeinen schrag, 
in der widerstandsfreien Fliissigkeit jedoch nur senkrecht gegen 
die Elemente der Oberflaehe geriehtet sind; der Dru.ck einer 
Fliissigkeit auf den von ihr benetzten Korper wird ver- 
mittelt durch die an der benetzten Beriihrungsflache auf- 
tretenden Oberflachenkrafte. 

In einem bestimmten Punkte der widerstandsfreien Fliissigkeit 
ist der Betrag der Oberflachenkraft pro Flacheneinheit fiir alle Rich- 
tungen oder, was dasselbe, fiir alle den Punkt enthaltenden Flachen- 
elemente derselbe, heiBt die Pressung im Punkte x, y z, und 
ist als Druck an alien Begrenzungsflachen eines Elementes gegen das 
Innere desselben geriehtet; Komponenten, die in die Flache fallen, 
sind bei der widerstandsfreien Fliissigkeit nicht vorhanden; in der 
widerstandsbehafteten Fliissigkeit sind solche (kurz benannt) Tan- 
gentialkomponenten wirksam und besteht im Gegensatz zur wider- 
standsfreien Fliissigkeit nicht Gleichheit der Pressung, d. i. der Normal- 
driicke pro Flacheneinheit nach alien Richtungen, sondem es hat nur 
das arithmetische Mittel aus den Pressungen in je drei zueinander 
senkrechten Richtungen fiir einen bestimmten Punkt des Raumes 
denselben Wert, der als Mittelwert in die Gleichungen eintritt^). 

L Fundamentalgleichungen von Euler. 
Fur widerstandsfreie Bewegung. 

Um einen Punkt mit den Koordinaten a;, y^ z eines kartesischen 
Koordinatensystems, Fig. 4, sei ein parallelepipedisches Raumelement 
mit den zu den Achsen parallelen unendlich kleinen Seitenlangen <$^, 
(5 , d^ abgegrenzt; es liegt die Aufgabe vor, den Bewegungs- 
zustand derjenigen Fliissigkeitsteilchen zu beschreiben, 
die zur Zeit t durch dieses Raumelement fliefien. 



*) Siehe S. 135 u. f. und Lamb, Hydrodynamik, S. 658. 
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Der Maesenmittelpunkt dieser Fliissigkeitsteilchen befindet eich 
zur Zeit t auf dem Element a seiner Bahn, desaen Projektionen 
auf die Koordinatenacliaen mit o,, o . o, bezeichnet seien, und beaitzt 
eine Geechwindigkeit v, deren Richtung mit jener von a identiach 
ist; die Komponenten von v sind v^, v , v^. 

Na«h dem allgemeinen Geaetze: Masae-Beschleunigungakompo- 
nente gleich wirksame Kraftkomponente und den Bezeichnungen X, 
Y, Z, fur dieae Komponeaten parallel zu den Koordinatenachaen er- 
geben sich die drei Gleichungen 



gSJ^d, 



-X; eK^^&,- 



S6J^6/^ = Z 



-^ -V 



L. 




Fig. 4. 



wobei Q den Betrag der apezifiachen Masae dar Fliissigkeit bedeutet. 
Die Komponenten X, Y, Z aetzen sich je aus zwei Hauptteilen zu- 
eammen, d. s. erstena der den Maaeenkraften zukommenda, zweitena 
der den Oborflachenkraften zukommende Teil; mit K^. K , K^ ale 
Werte der Maaaenkraftkomponenten pro Maaseneinheit ergeben sich 
die Betrage der eraten TeUe: 



K^-Qd^d^6,; K^Q-i 
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bezeichnet femer p die Pressung im Punkt xyz zur Zeit t und sind 

_". ^. _£. die Betrage der Pressungsanderung pro Langeneinheit 

dx dy dz 

in Richtung der Koordinaten, so folgt fiir den Teilbetrag der Ober- 
flachenkrafte 



i. de, Z-Riohtang: (p -||?f ) i, J, -~[p + ??^|) «,a. - 



11 W 



r- 



w 



somit werden 



in analoger Ableitung 






dp 



'y dy)^'^"^" 



z=(k -^-Ad d d , 

\ ' dzJ ' ^ ' 



Die Beschleunigungskomponenten sind die Grenzwerte von 



V 



xt 



V 



xl 



V 



V2 



V 



VI 



V 



z2 



V 



il 



fiir limT = 0, wenn v^^, v g, v,, resp. v^j, v^^, y^j, die Werte der 
Geschwindigkeitskomponenten in den Endpunkten des Bahnelementes a 
bedeuten, daa im Zeitelement r vom Massenmittelpunkt des FlUssig- 
keitselementes zuriickgelegt wird; die GroBen der Geschwindigkeits- 
komponenten in einem Punkte sind im aUgemeinen durch Werte 
von Funktionen der Koordinaten des Punktes bestimmt und an 
demselben Punkt mit der Zeit veranderlich; dementsprechend er- 
gibt sich 

*• '""aa: 2 ' ay 2 "• az 2 • a^ 2' 



V 



xl 



V. 



^^x <^x 



dv^Oy 



dv^o^ 



dV^ T 



hiermit 



ao: 2 ay 2 dz 2 dt 2 ' 



^xl — ^xl ^^^a>,^x I ^^x<^y 1 ^^x^. I ^^x 

T dx X dy X dz T '^ dt 



und da die Grenzwerte von 



X ^" T ^y' X ^' 
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sind, 80 folgt: 

^ = ^^^-4-1; ?!^4-t; ^4-1; — ' 



und in analoger Ableitung 



dt dt^ "" dx~ y dy~ ' dz 
dv. dv. , dv^ , dv, , dv. 



dt^ 'dx~ ^ dy^ 



Durch Einsetzen dieser Beschleunigungswerte und der Werte fiir X, 
y, Z in die urspriinglichen Gleichungen und Division durch q d^ d 6^ 
erhalt man folgende drei Bewegungsgleichungen: 






X 



^y -^-dy-Ji+'''dx+''yJii^'''-Ji ... II 

' Q dz dt^ * dx' y dy ' ' dz 

Das Raumelement d,, d^, d. wird von Fliiesigkeit durchstromt; 
andert sich die Dichte der Flussigkeit mit der Zeit, so wird auch 
der Masseninhalt des Raumelementes sich mit der Zeit andem. Es 
ist noch der Stromungsvorgang mathematisch zu formulieren. 

Die Fltissigkeit stromt mit der Geschwindigkeit v^ durch die 

Flache d -d^ des Punktes x,y,z; es ist daher [v^-q n. "^j^V^^ 

die pro Zeiteinheit in der ^-Richtung in das Element eintretende, 
^x ' Q H f ' ~o]^y^^ ^^® P^ Zeiteinheit in derselben Richtung aus- 

tretende Masse; mi thin ist: — -dxdydz die Anderung des Massen- 

X 

inhaltes, die durch die Stromungskomponente in der ^-Richtung ver- 

ursacht wird; ebenso erhalt man -dxdydz und -dxdydz 

dy dz 

fiir die anderen Richtungen und schliefilich als Ausdruck fiir die Ande- 
rung des gesamten Masseninhaltes pro Zeiteinheit im Raumelement 
zur Zeit t: 

dgdxdydz ^^ « c e 
=^-^dxdydz 

Prftsll, Technische Hjdrodjnamik. 2 
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die Summe der Einzelanderungen muB gleich der Gesamtanderung 
sein, worauB mit obigen Werten die Gleichung folgt: 

^_Qi^^x'jQ_^i^y'Qil^zQ^Q TV 

dt^ dx ' dy '^ dz 

diese Gleichung heifit die Kontinuitatsgleichung. 

Die Gleichungen I, II, III, IV sind die Eulerechen Fundamental- 
gleichungen der Hydrodynamik. Fiir inkompressible reibungsfreie, 
also ideale Fliissigkeiten als deren nachster Reprasentant das Wasser 
angenommen wird, andem sich die Gleichungen I, II, III der Form 
nach nicht, es nimmt lediglich q einen konstanten Wert und hier- 
mit die Gleichung IV die Form an: 

dv_ dv, dv^_ IV 

dx~ dy ~ dz 

Diese Summe der drei partiellen Differentialquotienten heifit die raumliche 
Dilatation. Entsprechend Gleichung IV^ ist bei Bewegung einer idealen 
Fliissigkeit die raumliche Dilatation konstant gleich Null. 

Die Gleichungen I, II, III geben mit v = 0, v = und v. = 
die Grundgleichungen der Hydrostatik; dieselben lauten: 

K-:^.M=o I. 

i^,— '-'^ = II. 

^ Q dy • 

ir,-i.?^ = Ill, 

' Q dz * 

In den Gleichungen I, II, III und IV entfallen die Glieder mit 
den partiellen Ableitungen nach der Zeit ^, wenn die Bewegung 
eine derartige ist, daB Geschwindigkeits- und Pressungszustand sich 
im allgemeinen wohl von Ort zu Ort andert, aber an jedem Ort 
zeitlich unveranderlich ist. Eine solche Bewegung wird 
als stationar oder nach Grashof als permanent bezeichnet. 
Deren Fundamentalgleichungen sind: 

' Q dx ' dx ^ V dy ^ ' dz ^ 

1 dp dvy dvjf dvy 

K = V — - -h V -h V 11 

y Q dy ' dx ^ y dy ^ ' dz ^ 

' Qdz ' dx^ y dy ^ ' dz ^ 

IV gilt dann, wenn q von der Pressung p beeinfluBt wird. 



Die Grundgleichungen. 19 

Fiir den Fall der inkompressiblen Fliissigkeit, d. i. q = konstant 
wird IV„ = IV,. 

Mit den Grundgleichungen und den Bedingungsgleichun- 
gen des jeweiligen Problems konnen im Prinzip die Geschwindig- 
keitskomponenten und die Pressungen als Funktionen der Koordi- 
naten x, y, z und der Zeit t bestimmt werden. 

1st der Bewegungszustand ein stationarer, so entfallt die Ab- 
hangigkeit von t; v , v yV imdp erscheinen nur als Funktionen von 
X, y, z und lassen sich aus den Funktionswerten der Geschwindig- 
keitskomponenten die Gleichungen der Bahnlinien ableiten: da nam- 
lich fiir jeden Punkt einer Strombahn 

,. o. dz 

V. == lim -— = -— 

T dt 



v^ — bm -— ,.; v — bm-*'— ; 
* r dt ^ r dt 


^ = 


ist, so ergeben sich aus 




Vy dy V, dz^ v^ 
v^ dx' v^ dy' v^ 


_dx 
dz 



die totalen Differentialgleichungen der Projektionen der Strombahnen 
auf die Koordinatenebenen 

(+ 1;^) dx + (— vj dy = dF^^ 
{-{-v.)dy + {—v^)dz = dF^, 
{-}-vJdz-\-{-v;)dx = dF„ 

worin jP^^, F , Fg^ einerseits die Bedeutung von Funktionszeichen 
und andererseits, sofern es sich um Feststellung der einzelnen Strom- 
bahnen handelt, die Bedeutung von Parametem haben. 

Wenn der Bewegungszustand zeitlich veranderlich ist, so haben 
die Strombahnen keine dauernde Gestalt; denn die Gleichungen 
fiir v,, v„ und v. enthalten auch die Zeit als Variable. 

Benutzt man trotzdem die gleichen Ansatze V, indem man t 
ebenfalls als Paramter betrachtet, so erhalt man durch V die 
Gleichungen fiir momentane Strombahnen und zwar ist der Zeit- 
moment durch den jeweiligen Parameterwert t bestimmt; diese 
momentanen Strombahnen oder in kiirzerer Bezeichnung „ Strom - 
linien^' sind nicht identisch mit den wirklichen Strombahnen der 
einzelnen Fliissigkeitselemente, sondem dieselben charakterisieren die 
Aufeinanderfolge der Fliissigkeitselemente in deren Bewegungsrich- 
tung im Zeitmoment. 

Beispiel: In einer an sich ruhenden Fliissigkeit wird durch einen Korper^ 
Fig. 5, der irgendeine (der Einfachheit halber z. B. geradlinige und gleichformig 
angenommene) Translationsbewegung besitzt, eine Stromung erzeugt, indem- 
der Korper einerseits Fliissigkeitsteilohen vor sich herschiebt, anderaeits dem- 

2* 
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selben solche folgen, hierbei geraten nicht nur die in unmittelbarer Nahe dee 

Koqiera befindlichen , sondern auch andere Telle der Fliigsigkeitfimasse iu 

Beweguugi jedee Flilsaigkeitoteilchen wird zu eiDer beBtimmten Zeit eine be- 

stimmte Bewegungsrichtung besitzen. wobei sich eine derartige Aufeinander- 

folge von Fliissigkeitatoilchen ergibt, daB Kurven als Verbindungalinien von 

Masaenmittclpunkten gozogen warden konnen, derert Tangenten den momen 

tanen Bewegungsrichtungen aut^prechen; im nacbaten Zeitmoment beiindet aich 

der Korper bereits an einem anderen Ort; es 

kann unter Umstanden die Gruppierung der be- 

wegten Fliiasigkeit uni ihn und relativ zu ihm 

der Geatalt nach kongruent der friiheren sein, aber 

in den kongruenten Kurven ura zwei Lagen dea 

Korpera befinden sich nicbt mehr dieaelben Fluaaig- 

keitsteilchen, jedes derselben hat aeinen Ort so- 

wohl gegeniii>er dem bewegten Koqjer ale auch 

gegeniiber dem featsteheaden Raum, in dem sich 

die Fliissigkeit befindet. verilndert; die Aufein- 

anderfolge der Orte eines Fliiasigkeiteteilchena 

gegenuber dem bewegten Korper gibt in dieeem 

Pig' 5- Fall der Kongruenz der Stromlirien eine dauemde 

relative Strombahn iai bewegten Koordinaten- 

aystem ; die Auteinanderfolge der Orte dosseiben Teilchens im testatehenden 

Raum gibt die wirklifihe Strombahn dieses, aber auch nur dieses Teilchens 

im festatehenden KoordinatenHjsteni, 

Noch einmal hervorgehoben sei, daB die Ableitung dieser 
Fundamentalgleichuiigen auf die Aufgabe aufgebaut iet, die Be- 
wegungszustande derjenigen Fliissigkeitsteilcben zu beecbreiben, die 
im Laufe der Zeit in eiii Raumelement gelangen; ist die Aufgabe 
vorgelegt, die Bewegungszustande einea FIuBsigkeitateUchens zu be- 
Bchreiben, die dasselbe langs seiner Balin annimmt, ao ergeben sioh 
andere geformte Gleichungen, die ebenfalls von Euler herriihren, 
jedoch den Namen Lagrangeeche Fundamentalgleichungen der 
Hydrodynamik fiihren; da jedoch in der Folge die hydrodynamischen 
Probleme hauptsachlich auf Gnind der ersteren behandelt werden. 
sei beziiglich der letzteren auf die Literatur hingewiesen. 

II. Allgemeine Form der Grundgleichuiigen. 

Die Gleichungen 

"■. + „/".+ „«». + „,»». . . „. 



dl 
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konnen als allgemeineres Resultat der Ableitung der Gleichungen I, 
II, III, IV gelten, wenn mit W , IV , TT. die Komponenten einer 
Beschleunigung eingefiihrt werden, in denen der EinfluB der Rei- 
bung respektive der Reibung und der Turbulenz zum Ausdruck 
kommt. 

a) Grundgleichungen bei innerer Reibung^). 

Die £rganzung der Eulerschen Fundamentalgleichungen mit 
Riicksicht auf innere Reibung wurde zuerst von Navier-Poisson, 
spater von de Saint- Venant und Stokes durchgefiihrt. 

Die Werte IT, IF . W, werden in diesem Fall durch die Glei- 
chungen bestimmt: 

' 3q dx^ Q ^ ' 
3 Q dy Q 

in denselben bedeuten tj den Poisseuilleschen Reibungskoeffizienten, 

O = — - ~\ -\- -T-^ die raumliche Dilatation und 

ex dy dz 



TT. 



V 



a^r. 






•-9 



d^v. 



dx^ ' ;^-« ' i^-« 



S/^v 



V»t;, 



cy 

2 "T -^2" -T 






dz' 



dx' 



dy 



dz 



2 



die sogenannten zweiten Differenzparameter von v^, v , v^. 

Bei unzusammendriickbaren Fliiasigkeiten ist q = konstant, mit- 
hin die raumliche Dilatation = 0. Die Ausdriicke f iir die Kompo- 
nenten TF,, TT . W, werden: 



Q 



»F, = -^Vtv 






Fiir die Folge wichtig sind die Resultate, die auf Grundlage dieser Glei- 
chungen fiir die Bewegung in geraden kreiszylindrischen Rohren erhalten 
werden : 



^) Beziiglich der Ableitungen wird auf die Literatur, namentlich Lamb, 
Hydrodynamik § 319, S. 672, verwiesen. 
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In einer Rohre von konstantem kreiszylindrischen Querschnitt ist die 
Geschwindigkeit der Fliissigkeit im Abstand r von der Achse 

worin A die Pressungsdifferenz auf die Lange Ly r^ den Radius der Bohren- 
wand und 17 den Koeffizienten der inneren Reibung bedeuten. Hieraus ergibt 
sich die DurchfluOmenge pro Zeiteinheit 

jrr/ Ap 
and die mittlere Geschwindigkeit 

so daB mit r« = -^ als die auf S. 8 angegebene Formel II d. i. Ap = — Wi" 

erscheint. 

Die Gleichung fiir q bildet die Grundlage fUr die Versuche zur Bestim- 
mung der Koeffizienten. 

Entsprechend der am Schlusse auf S. 14 beziiglich der Bedeutung von p 
gegebenen Erklarung ist in diesem Falle p als der Mittelwert der Pressungen 
in drei zueinander senkrechten Richtungen zu betrachten. 

^xt Vy, Vg behalten ihre Bedeutung als Komponenten der Geschwindig- 
keiten nach den Koordinatenrichtungen in den einzelnen Punkten des von 
Fliissigkeiten erfullten Raumes bei. 



b) Grundgleichungen bei innerer Reibung und Turbulenz^). 

Die Untersuchung des Einflufises der Turbulenz wurde sowohl 
von Osborne Reynolds als auch von Lorentz ohne Beriicksich- 
tigung der Zusammendriickbarkeit, also unter der Annahme / = konst. 
und unter AusschluB auBerer Massenkrafte, also 

durchgefuhrt; der leitende Grundgedanke dieser Unterslichungen be- 
steht in der Teilung der Bewegung in die Hauptbewegung und in 
die turbulente Bewegung in dem Sinne, daB jener das Weiter- 
flieBen, dieser hingegen die unregelmaBigen wirbelnden Be- 
wegungen zugeteilt wurden; diese Teilung wird zum Ausdruck ge- 
bracht durch die Relationen 

V = V -\- V ^: V =v -\-v ': v =v -\-v': 

X X I « * y y I y ' m m \ t * 

worin v^, v , v^ und p Mittelwerfce der Geschwindigkeitskomponenten 
der Hauptbewegung, vj, v ', v/ und p' die, der turbulenten Bewegung 



^) Beziiglich der Ableitung wird auf die Abhandlung III von Lorentz, 
S. 43 bis 71, verwiesen: ^Vber die Entstehung turbulenter Fliissigkeitsbewegungen 
und den Einflufi dieser Bewegungen bei der Stromung durch Rohre*'. 



Die Grundgleichungen. 23 

entsprechenden, Geschwindigkeits- reap. Pressungeanteile bedeuten. 
Die Bildung der Mittelwerte ist hierbei in der Weise vorgenommen 

gedacht, daO die Bewegung v^, v , v^ einfacher ist als die wirkliche, 
ohne daB alle Einzelheiten der Turbulenz verschwinden; dieselbe 
kann auf dreierlei Art erfolgen und zwar in bezug auf: 
entweder einen kleinen Zeitabschnitt (t), 



v. = jj%dt 



'-i 



Oder einen kleinen Langsabschnitt (s) 



— I v^ds 
Oder einen kleinen Raumteil (S) 



^^' = 7^^ 



- ^r 



dS, 



wobei in jedem Bewegungsfalle diejenige Art zu wahlen ist, durch 
die die Turbulenz noch geniigend zum Ausdruck kommt. 

Fiir die Anteile vj, v \ vj wird die Eigenschaft angenommen, 
daO ihre Mittelwerte gleich Null sind. 

In den allgemeinen Grundgleichungen I^, 11^, III^, IV^ sind 
die Geschwindigkeiten und die Pressung diejenigen der Hauptbewegung 
und wird 



*^.= ?- v^v.- 



^r.'. 



«;•+£■« +^<f; 



e ' Idx ' ' dy ' " ' dz 



^y-J^'^y- 



V 



W, = -L V*V,— 



2 ~i — } I ^ ~ /» I ^ ~7 — ;! 
V .V -\ V -\ V V I 

.dx » " ^dy " ^dz " 'J 

dz ' ""^ dy ^ ' ^ dz ' ] 



Lorentz zeigt, daB die Glieder in den eckigen Klammem einem 
Transport von BewegungsgroBe infolge der turbulenten Bewegung 
entsprechen, wodurch Tangentialkomponenten der Oberflachenkrafte 
also gleichsam neue Reibungen entstehen. 

In § 13 der Orgininalabhandlung von Lorentz werden diejenigen 
Gleichungen abgeleitet, mittels deren man bei gegebener Haupt- 
bewegung die turbulente Bewegung bestimmen konnte; in den §§14 
bis und mit 17 wird die beziigliche Untersuchung fur die stationare 
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Stromung durch ein gerades Rohr mit kreisformigem Quer- 
schnitt durchgefiihrt und die Resultate mit denjenigen der Poifi- 
seuilleschen Stromung verglichen. 

Unter Annahme geradliniger, acheenparalleler Hauptbewegung 
wird fur die Geschwindigkeit derselben die Formel abgeleitet: 

r 

wobei Q = QVt^ • i;^, ist, mit v^ und Vy, als Geschwindigkeitskompo- 
nenten der Turbulenz von der Eigenschaft, daB der Mittelwert 

v^'Vy, nur von r abhangt; q bedeutet das Druckgefalle auf die 
Lange/yfes ist also q=^-~\ und t} den Koeffizienten der inneren 

Reibung. 

Das Resultat wurde unter folgenden Annahmen erhalten: 

1. Die mittlere turbulente Bewegung ist fiir alle Querschnitte 
konstant ; diese Annahme beruht auf der durch Versuche f estgestellten 
Tatsache, daB die fiir eine bestimmte AusfluBmenge notige Druck- 
differenz auch bei Vorhandensein von Turbulenz der Rohrenlange 
proportional ist; dementsprechend konnten alle partiellen Ableitungen 
nach der Achsenrichtung von Mittelwerten der Produkte von Ge- 
schwindigkeitskomponenten der Turbulenz, sowie auch diejenige der 
Hauptbewegung gleich Null gesetzt werden. 

2. An der Rohrenwand werden alle Geschwindigkeitskompo- 
nenten gleich Null entsprechend der Annahme des Haftens. 

3. Wegen Symmetrie um die Achse sind v und alle Mittelwerte 
der Produkte von Geschwindigkeitskomponenten der Turbulenz nur 
von r abhangig; das bedingt naturgemaB Vemachlassigung des £in- 
flusses der Schwerkraft und hiermit Weglassung der Komponenten 
derselben in den Gleichungen a. 

Im weiteren wird bewiesen, daB durch die Turbulenz die Er- 
giebigkeit bei gleicher Druckdifferenz auf dieselbe Lange gegeniiber 
einer geradlinigen Stromung mit lediglich innerer Reibung verkleinert 
wird, und daB hierbei das Geschwindigkeitsgefalle langs eines Radius 
von der Mitte zu zuerst langsamer, gegen die Rohrwand viel schneller 
zunimmt als bei der Poisseuilleschen Stromung. 

Auf Grund der allgemeinen Gleichungen wurden von Reynolds auch 
Beweise fiir die Existenz einer kritischen Geschwindigkeit als Grenze des sta- 
bilen Zustandes erbracht, die jiir spezielle Falle hierbei errechneten Resultate 
fiir die GroBe derselben weichen allerdings von den Versuchswerten ab, was 
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jedoch begreiflich erscheint, da die Form der eigentliohen Turbulenz doch nur 
angenommen und auf Grund dieser Annahme in die Gleichungen eingefuhrt 
werden konnte; die Form der Gleichung fiir die kritische Geschwindigkeit ent- 
spricht jedoch der empirisch gefundenen. 

Einen Versuch, aus den Grundgleichungen Formeki fiir die Bestimmung 
der Turbulenz abzuleiten, hat Boussineaq in seiner Th^orie de I'excoulement 
tourbillonant et tumultueux des liquides, 1897, Paris Gauthier-Villars et fils, 
untemommen ; es werden ebenfalls durch Teilung der Bewegung in 2 Teile die 
Navier-Possonschen Formeln umgeandert und durch Anpassung des Rei- 
bungskoeffizienten an die Bazinschen Versuche die quantitative tlbereinstim- 
mung der theoretischen mit den Versuchsresultaten zu erreichen gesucht. 
Lorentz weist jedoch darauf hin, da0 hierbei gerade die der turbulenten Be- 
wegung entsprechenden Glieder vemachiassigt seien. Siehe Abhandlungen der 
mat hem. Physik, S. 62. 



II. Hydrostatik. 



Die Hydrostatik beschreibt die Zustande der ruhenden Fliissig- 
keit; es folgen aus den Bewegungsgleichungen die drei Hauptglei 
chungen (siehe Seite 18): 

Q dx ' ^ Qdy ' ' Qdz 

Die Kontinutatsgleichung reduziert, sich auf 

H-o » 

Aus letzterer Oleichung ist zu folgem, daB der Ruhezustand zeit- 
liche Unveranderlichkeit der Dichte bedingt. 

Es sind zwei Falle zu unterscheiden: 

1. Die Ruhe gegeniiber der Erde, wobei die Fliissigkeit sich 
in einem mit der Erde f est verbundenen Raum befindet ; es sind dann 
jK],, jK* , K^ lediglich die Komponenten der Schwerkraft: 

2. Die Ruhe gegeniiber einem Raum (Hohkaum eines OefaBes), 
der sich gegeniiber der Erde in Bewegung befindet; JK*^, K^ K^ be- 
stehen dann aus den Komponenten der Schwerkraft und aus den 
Komponenten der ersten Erganzungskraft der Relativbewegung, da 
die zweite Erganzungskraft gleich Null ist. 

Zur Abkiirzung seien die Bezeichnungen: absolute Ruhe fiir 
den ersten Fall, relative Ruhe fiir den zweiten Fall eingefiihrt. 

A. Absolute Rnhe. 

I. Zustandsbestimmung. 

In dem mit der Erde festverbundenen kartesischen Koordinaten- 
system sei die positive Z-Achse lotrecht entgegengesetzt der Rich- 
tung der Schwerkraft angenommen. 
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Es werden dann X =0; ^^ = 0; K = — ^, da ^ = — ver- 

' g 

einfachen sich die Gleichungen A^ auf 

1^ = 0, 1^=0, ^ = -y .... A 

dx dy oz 

Unter Beriicksichtigung, daB p im allgemeinen von Zeit und 
Ort abhangt, also 



ist, folgt 



''=%■'>+%"+%■''+%■'' 



dp = —-dt — y-dz C 



Die Integration ist moglich entweder, 

1. wenn -^ nur eine Funktion von t und gleichzeitig y nur 

eine Funktion von z ist, es ist dann mit T= I ~dt und Z= I ydz: 

P = T-\-Z 

und ergibt sich, daB die Horizontalebenen die Orte gleichzeitiger 
konstanter Pressung sind, daB jedoch der Pressungswert der einzel- 
nen Flachen zeitlich veranderlich ist; die Horizontalebenen sind 
hierbei auch Orte gleicher Dichte der Fliissigkeit, die aber mit Riick- 
sicht auf Oleichung B zeitlich konstant bleiben rauB. Dieser Zu- 
stand kann eintreten, wenn eine an sich inhomogene, aber inkom- 
pressible Fliissigkeit in einem offenen GefaB zur Ruhe gekommen 
ist, die Dichte daher nur mit der Tiefe veranderlich, die Pressung 
an der freien Oberflache zeitlich veranderlich ist; selbstverstandlich 
ist auch der Fall der konstanten Dichte eingeschlossen; 

dp 

2, wenn -^ =0; es kann hierbei y eine Funktion von z^ also 

dt 

die Fliissigkeit auch kompressibel sein; 

£s ist dies der natiirliche Fall der absoluten Ruhe, der Unver- 
anderlichkeit der Pressung an der freien Oberflache bedingt. 

Ist -^ = und y unveranderlich, so folgt aus Oleichung C^ 

dt 

durch Integration 

j9 = Konstante — yz C^^^ 

dieselbe driickt ebenfalls aus, daB die Horizontalebenen Flachen 
gleicher Pressung oder in gebrauchlicher Niveauflachen sind. Durch 
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die Form der Niveauflachen und die denselben zukommenden Pres- 
sungswerte ist der Zustand der Fliissigkeit charakterisiert. 

Ist in der Niveauflache mit der Ordinate ;2rQ die Pressung =Pq, 
so folgt durch Elimination der Konstanten 

p—Po = y{^o—^) C)*** 

An der freien Oberflache ist die Pressung konstant, daher ist die- 
selbe eine Niveauflache; kommt derselben die Ordinate Zq zu, so 
bedeutet p^ die Pressung des an der freien Oberflache anstehenden 
Mediums (Luft, Gas, . . . ), bezeichnet man h = ZQ — z, so folgt 
sehlieBlich die praktische Hauptgleichung: 

p=Po + y-^ c 

die besagt, daB die Pressung in einem Punkt der Fliissigkeit gleich 
ist, der Pressung an der freien Oberflache mehr einem Betrage 
gleich dem Gewichte einer lotrechten Fliissigkeitssaule von der 
Hohe h und dem Querschnitt gleich der Flacheneinheit. 

Dividiert man in C durch y, so erhalt man ~ = ^-\-h. 

7 y 

X) v 

- und — haben die Dimension von Langen und heiBen die Fliis- 

y y 

sigkeitssaulen der Pressungenj? undj^^; ist p^ die atmospharische 
Pressung also = 10000 kg/qm entsprechend einer neuen Atmosphare = 
kg/qcm, so folgt mit y = 1000 kg/cbm als Gewicht von 1 cbm Wasser: 

— :^ 10m alfl Wassersaule der atmospharischen Pressung. 

y 

p — Pq nennt man auch den Uberdruck pro Flachenein- 
heit; durch Manometer und Piezometer werden zumeist Uberdriicke 
gemessen. 

Im folgenden werden, sofern nichts Gegenteiliges be- 
merkt ist, y und p^ immer als konstant angenommen. 



11. Bestimmung der Drucke auf Oberflttchenteile 

fester Korper. 

Unter dem EinfluB der Pressung p entstehen auf die benetzte 
Oberflache eines mit der Fliissigkeit in Beriihrung stehenden festen 
Korpers (GefaB, eingetauchter Korper, Schwimmkorper) wirksame 
Druckkrafte; um iiber deren GroBe, Verteilung und Wirkung Auf- 
schluB zu erhalten, werden vorerst die Druckkrafte bestimmt, die 
auf einen abgegrenzten Teil der Oberflache parallel zu den Koordi- 
natenachsen und parallel zu einer angenommenen Richtung wirksam 
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sind. Fiir die beziigliche Untereuchung sei das kartesieche Koordi- 
natensyBtem wie friiher mit lotrechter Z-Achse, aber deren positive 
Richtung in Riehtung der Schwerkraft fallend angenommen; es 
andert dies an den Koordinaten x, y nichts; statt h kann aber be- 
quemerweise z geschrieben werden, wenn man die XY-Ebene in die 
freie Oberflache verlegt. 

Es sei nun df ein Element eines begrenzten Teiles^) f der be- 
netzten Oberflache; der Mittelpunkt des Elementes df habe die Ko- 
ordinaten a?, y, z^ die Normale in demselben, genommen in Rich- 



/ nruc!<« 





Fig. 7. 



tung der Wirkung der Pressung, also von der Fliissigkeit gegen die 
Flache, sei gegen die Koordinatenachse unter den Winkeln 71 x, ny, 
nz geneigt; die totalen Druckkrafte, die auf f parallel zu den Ko- 
ordinatenachsen wirksam sind, seien mit 77^, 77 , 77^ bezeichnet; es 
sei ferner eine Richtung m durch die Winkel mx, my^ mz mit den 
Koordinatenachsen gegeben; die totale Druckkraft, die auf f parallel 
zu dieser Richtung wirksam ist, sei mit 77^, deren Komponenten 
parallel zu den Koordinaten- Achsen mit 77^^, IJ^^, 11^^ bezeichnet. 
Die Pressung im Punkte X, Y, Z ist nach Gleichung C jedoch 
mit der Bezeichnung z statt h 



*) Hierzu die Fignren 6 und 7. 
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Es ergeben sich damit folgende Werte der elementaren Driicke 

dnj^=pdfcoBnx=pQCOBnxdf-\-yzcoBnxdf 
dll^ =pdfcoBny = pQCOBnydf-\-yzcoBnydf 
dUg ^=pdfcoBnz=pQCOBnzdf -^yzcoBnzdf 

und sofem man mit nm den Winkel zwischen Normale n und Rich- 
tung m bezeichnet 

dn^=pdfcoBnm=pQCOBnmdf-\'yzcoBnmdf, 

durch Integration iiber die ganze Flache f ergeben sich 

n^=PofcoBnxdf-}-yJzcoBnxdf=7r.^-\-PA 
^y=-Po/cosnyi/"+yjf<2reo8wy(i/'=7ry + Pj^l . . . . D 
n^ =Po S cos n z df-^- y Jz cos n z df= n^ -}" ^J 
^m=JPo/co8»»wd/'+y/j3:oosnt»d/'=jr^-|-P^ . . . . E 

Man erkennt, daB jede der Krafte 77 aus zweiTeilen besteht, 
von denen der eine von p^,, der andere von y und z abhangig 
ist; es erscheint nun vorteilhaft, die Teile vorerst getrennt zu ver- 
folgen und dann die Resultate zu kombinieren. 

a) Bestimmung der Krafte n, 

Entsprechend der Bezeichnungnn in D und E folgt 

n^ =Pq J cos nxdf n^ =Po S ^^^ nzdf 

^y =Po S COS n y df n^=pQS cos nmdf 

Da coBtixdf; coBnydf; cosnzdf; coBnmdf der absoluten 
Grofle nach die Projektionen von df auf Ebenen senkrecht zu den 
Koordinatenachsen und zur Richtung m sind, je nach der GroBe der 
Winkel nx, ny, nz und nm aber positive oder negative Werte er- 
halten, so folgt, daB die Werte 

f^-=SooBnxdf] fy = S<^oanydf . ^ 



f, = SooBnzdf; f^==S^^^^^f 



} 



bei Ausfiihrung der Integration iiber die ganze Flache f je die 
Flacheninhalte der Projektionen der Abgrenzungslinie der Flache f 
auf die Koordinatenebenen und auf eine zur Richtung m senkrechte 
Ebene darstellen; zwischen diesen Flachenwerten besteht eine Be- 
ziehung, die sich aus der letzten Gleichung durch Beriicksichtigung 
der Identitat 

cos 71 m = cos n x cos mx-\- cos n y cos my-\-nz cos mz 
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ergibt; man erhalt 

f^ = cos mxj cos n x df-{- cos my J cos nydf-\- cos mz J cos nzdf 

Oder f^ = f^coBtnx-}'f^co&my-\'fgCOBmz G 

Die durch diese Gleichung beschriebene Beziehung ermoglicht eine 
geometrische Deutung: tragi man namlich auf einem durch den 
Koordinatenurspning parallel zur Richtung m gelegten Strahl von 
Ursprung aus eine Lange X^=a'f^ ab, so daB also a den MaOstab 
fiir die Darstellung von f^ durch eine Lange bedeutet, so ist er- 
kenntlich, daB 



cos m a: = -r ; cos m y = y ; cos m ;e = ^^ 

gesetzt werden konnen, wenn mit A^, X , X^ die Koordinaten des 
Endpunktes der Strecke Jl bezeichnet werden; man erhalt dann aus 
der letzten Gleichung fiir f^ durch Multiplikation mit a 

und weiter, da 

X* = V + V + ^' 

ist, nach entsprechender Umformung 

d. h. die Endpunkte der Strecke X die verschiedenen Richtungen m 
cntsprechend liegen auf der Oberflache einer Kugel, deren Mittel- 

punktskoordinaten = — -, -— , — ^ sind; der Koordinatenurspning 

A A ^ 

liegt demnach auf der Kugelflache; der Maximalwert von X entspricht 
dem Durchmesser der Kugel, es ist also 



La, = « VC + fy' + f* , 

mithin fM=f^^ = VfJ+f,*-\-f* H 

die Richtung von f^ ist bestimmt durch die Gleichungen 

f f f 
co6Mz= J, cos My = ^', COB Mz=-'- J 

IM fu JH 

Sind daher die Projektionen /*^, /" , f^ bekannt, so ist fu und 
die Richtung von M durch die Gleichungen H und J bestimmt; da 
durch die Gleichung f„ = J cos nmdf bei gegebener Richtung m f^ ein- 
deutig bestimmt ist, so folgt, dafi bei angenommener Lage des Ko- 
ordinatenursprungs die relative Lage der Kugel zur Flache f eben- 
falls eine eindeutig bestimmte ist, daB hiermit die Summe der 
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Quadrate dreier Projektionsflachen f^^ f^, f^ von der Abgrenzungs- 
linie von f auf drei zueinander senkrechten aber sonst beliebigen 
Richtungen konstant und gleich fj^ ist. 

Die im Koordinatenursprung senkrecht auf M stehende Ebene 
ist eine Tangentialebene derKugel; fiir Richtungen parallel zu dieser 
Ebene sind die Flaehenwerte der Projektonen /^^ = 0; die gegen 
diese Ebene symmetrisch liegende Kugel gibt negative Flaehenwerte. 

Diese Eigenschaften der f^, /j^, f^^ f^ sind unmittelbar auf die 
Krafte TT^, tt^, tt^, tt^ iibertragbar, da dieselben nach den Gleichungen 
D, E und F einfach proportional sind, namlich: 

^x = Pofx^ ^y=^Pofyy ^z=PJz^ ^fn=Pofm • • • • K 

und ergeben folgende Grundsatze: 

1. Die unter dem EinfluB der Pressungi?^ an der freien Ober- 
flache einer in absoluter Ruhe befindlichen Fliissigkeit auf 
einen abgegrenzten Teil der von letzterer benetzten Ober- 
flache eines festen Korpers in einer bestimmten Richtung 
wirksamen Druckkraft ist bestimmt durch das Produkt aus 
dem Pressungswert p^ in den Flacheninhalt der Projektion 
der Abgrenzungslinie der Flachenteile. 

2. Es gibt eine Richtung M, fiir die die Druckkraft ein Maxi- 
mum wird; in Richtungen senkrecht zu M ist die Druck- 
kraft gleich Null; man kann die Maximalkraft als Normal- 
druck der auOem Pressung auf die Flache /* bezeichnen. 

3. Die Richtung von M gegen die Koordinaten XYZ ist be- 
stimmt durch die Gleichungen J. 

4. Graphisch konnen die Resultate 1 — 3 durch Auf zeichnung einer 
Kugel dargestellt werden, deren Mittelpimkts-Koordinaten pro- 
portional -^, — , ' und deren Durchmesser proportional 

a a a 

V^tt/ -|- jiy* -f- 71^* sind; siehe Beispiel Seite 29. 
6. Da fiir jede Richtung m die elementaren Druckkrafte als 
Parallelkrafte wirksam sind, so kann die ganze Druckkraft 
als Einzelkraft von der GroBejp^j/*^ angenommen werden, die 
durch den Schwerpunkt der Flache geht. 

b) Bestimmung der Krafte JP. 

Es ist weiteres entsprechend den Gleichungen D, E und F 

Py=rS^df^ 
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Man kann nun den in den Gleichungen fur P^, P P^ vor- 
kommenden Integralen folgende Deutung geben: die Werte der In- 
tegrale in P^ und P sind die Produkte aus den Flachenwerten f^ 
und f, in deren Schwerpunktsabstande z und z^ von der freien 
Oberflache; der Wert des Integrals P^ gibt das Volumen das durch/" 
dessen Projektion f^ in der freien Oberflache und die zwischen den 
Bewegungslinien von f und f^ liegende Zylinderflache mit lotrechten 
Erzeugenden begrenzt ist und dargestellt werden kann durch das 
Produkt aus dem Flachenwert f^ in die mittlere Hohe dieses Volu- 
mens, so daB man erhalt 

^x=y^Jx^ Py=y^yfy'> Ps=y^JM L 

zwichen diesen Werten und dem Integralwert y J zdf^ besteht ein Zu- 
sammenhang, der sich ergibt, wenn man fiir df^ den urspriinglichen 
Wert cos (nmdf) nimmt und wieder die Identitat beriicksichtigt 

cos nm = cos n x cos w x -j~ ^^^ w y cos my -(- cos n z cos mz, 

es folgt dann 

Szdf^ = cosm^(z^Q-\-coBmy(z^fJ)'{-cosmz(zj;i 

und mithin ^ 

P^ = P^ coswx-j-PyCOSwy-f-P^cosm^r . . . . N 

Die Gleichungen N und G haben dieselbe Form, es konnen 
daher die aus G gezogenen Folgerungen beziiglich der Veranderlich- 
keit von f^ auch fiir die Veranderlichkeit von P^ angewendet 
werden, d. h. die Langenabschnitte auf Strahlen durch den Ko- 
ordinatenursprung mit der Oberflache einer Kugel, deren Mittel- 

P P P 

punkt die Koordinaten -^ , -^, — ^ besitzt und deren Durchmesser 

U U bt 



Pj£ = VP/ + ^y "T~ ^t ^^*'» ^^^^ ein MaB der vom Fliissigkeitsdruck 
herriihrenden Druckkrafte in Richtung des jeweiligen Strahles. 

Pi£ stellt den Maximalwert dieses Druckes dar, derselbe tritt 
bei einer Richtung M ein, die im Koordinatensystem durch 

P P P 

cosAf^ = -p^; cosJfj^ = -^; cosJf, = -p^ 

bestimmt ist. 

Fiir Richtungen senkrecht zu M ergibt sich die GroBe von P^ 
zu Null. Pjif kann daher als der Normal-FlUssigkeitsdruck auf 
die Flache F bezeichnet werden. N^ativen Driicken entsprechen 
Strahlabschnitte durch die symmetrische Kugelflache. 

Da durch die Gleichung P^ = y J zcoBnmdf der Druck P^ ein- 
deutig nach GroBe und Richtung bestimmt ist, so ist auch die Lage 

Priail, TechDlBche Hydrod^amik. 3 
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der Kugelflache relativ zur Flache f bei angenommenem Koordinaten- 
urBprung eindeutig bestimmt. 

Man kann der Grofie P^ durch folgende Umformung noch eine 
andere Deutung geben, wenn man 

p^ = oo8mzSy/df^ 

setzt. z' ist der Abstand des Elementes von der freien Oberflache 
in der Richtung m und daher 0' = J y^/ df^ das Gewicht des Fliissig- 
keitsvolumens, das durch die Flache /*, die durch deren Umgrenzungs- 
linie als Leitlinie mit zu m parallelen Erzeugenden bestimmten Zylinder- 
flache und das durch letztere aus der freien Oberflache ausgeschnittene 
Flachenstiick bestimmt ist. 

Es folgt daraus die Gleichung 

P^ = G'coBmz G' 

Da die Elemente als Parallelkrafte wirksam sind, so kann deren 
Gesamtheit durch eine Einzelkraft von der Grofie O' ersetzt werden, 
die durch den Schwerpunkt des Volumens gehend parallel zu m wirk- 
sam ist. ^ 

Der Wert von O' kann auch ausgedriickt werden durch G'= ^J^ . /^^ , 
wobei dann z^^ die niittlere Lange des zylindrischen Volumens Jyz'df^ 
bedeutet, so dafi schlieBlich mit z,J,cosmz = jzr^, Pfn^'^y^m'fm ^^^ 
damit die Gleichung fiir P^ auf dieselbe Form gebracht ist, wie die- 
jenigen von P^, P und P^, es ist aber zu beachten, daB den z-Werten 
in diesen Gleichungen verschiedene Bedeutimgen zukommen, namlich: 

In den Gleichungen fiir P^ und P^ bedeuten z^ imd z^ die 
Schwerpunktsabstande der Flachen f^ und f^ von der freien Ober- 
flache in P^ bedeutet z^ die mittlere Liange eines Zylinders vom 
Volumen Jzdf^ mit f^ als Grundflache in P^ bedeutet z^ die Pro- 
jektion auf die Z-Richtung, der in Richtung m gemessenen mitt- 

leren Lange eines Zylinders vom Volumen df^ mit f^ als 

Grundflache. •^ 

Auch bei Bestimmung der Lagen der Krafte als Einzelnkrafte 
ergibt sich eine Verschiedenheit : die Lagen von P^ und P^ sind 
durch die Schwerpunkte der Volumina J^^df^ und Jzdf^ bestimmt; 
fiir die Abstande von P^ und P ergeben sich die in folgender Tabelle 
(S. 36) angefiihrten Beziehungen. Darin bedeuten r^, r^ die Radien 
der Tragheitsmomente von f^ und f in bezug auf die Y resp. Achse; 
fy^ und Tjj., die Radien der Zentrifugalmomente von f^ und f^ in be- 
zug auf die Achsen Y und Z resp. X und Z; f^^ und f^ sind hierbei 
in die beziiglichen Koordinatenebenen projiziert angenommen. 
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Diese Ergebnisse konnen in folgenden Grundsatzen zusammen- 
gefafit werden: 

1. Die unter dem EinfluB der Schwere von einer in absoluter Ruhe 
befindlichen Fliissigkeit anf einen abgegrenzten Teil f der von letzterer 
benetzten Oberfiache eines festen Korpers in einer bestimmten Rich- 
tung m ausgeiibte Druckkraft ist bestimmt durch das Produkt aus 
dem Gewicht eines Fliissigkeitsvolumens, das von der Flache /", der 
durch die Abgrenzungslinie von f als Leitlinie mit zu m parallelen 
Erzeugenden bestimmten Zylinderfiache und dem von dlesem Zylin- 
der aus der freien Oberflache ausgeschnittenem Flachenstiick begrenzt 
ist, in den Cosinus des Neigungswinkels von m gegen die Lotrechte. 

Fiir jede wagrechte Richtung tritt an Stelle eines solchen Pro- 
duktes das Gewicht eines Fliissigkeitszylinders mit der Projektions- 
flache der Abgrenzungslinie auf die Ebene senkrecht zur Richtung 
als Grundflache und dem Abstand des Schwerpunktes der Projektions- 
flache als Hohe. 

2. Es gibt eine Richtung if, fiir die die Druckkraft ein Maximum 
wird, in Richtungen senkrecht zu M ist die Druckkraft gleich Null 
man kann diese Maximalkraft als Normalfliissigkeitsdruck auf 
die Flache bezeichnen. 

3. Die Grofie von M ist durch Gleichung N, deren Richtung 
durch die Gleichimgen bestimmt. 

4. Graphisch konnen die Resultate 1 bis 3 wieder durch Auf- 
zeichnung einer Kugel dargestellt werden. 

5. Als einzelne Kraft kann P^ wirksam in einer zu m parallelen 
Geraden angenommen werden, die durch den Schwerpunkt des oben 
angegebenen Fliissigkeitsvolumens geht. 

Fiir jede wagrechte Richtung von m geht P^ durch denjenigen 
Punkt der Projektionsflache, in einer Ebene senkrecht zu m, dessen 
Koordinaten in ilieser Ebene im Sinne der Gleichungen zu bestimmen 
sind. Die Anwendung dieser Grundsatze erfordert die Bestimmung 
der HilfsgroBen: 

3* 



36 Hydrostatik. 

Projektions- Schwer- mittlere Tragheits- 

flachen punktsabstande Langen radien 

die nach bekannten Methoden erfolgen kann. 

c) Zusammenfassung der Drucke. 

Sind fiir dinen Flachenteil nach obigen Grundsatzen die Werte n^y 
71 , jr,; P^, P , P^ und aus denselben tt^, P^ bestimmt, so erjgeben 
sich die GroBenwerte der totalen Druckkrafte ZT /7. 77., ZT mit Riick- 
sicht auf die Gleichungen Z>^ und ^^ durch Summierung; da jedoch 
die Mittelpunkte der den GroBen n^ und P^ entsprechenden Kugeln 
nicht gleiche Koordinaten besitzen, so ist tt^ nicht durch die 
algebraische, sondem durch die geometrisehe Summe von nn 
und Pif bestimmt. 

/7jf kann unter gleichen Uberlegungen wie fur tim und Fm als 
die totale Normaldruckkraft auf die Flache f bezeichnet werden. 

Fiir die Bestimmung der Lage der Einzelkrafte Z7 konnten unter 
Verwendung des Momentensatzes die notigen Orts- und Richtungs- 
bestimmungen durchgefiihrt, doch erscheint es bequemer, die Lage- 
bestimmung durch Bestimmung der Resultierenden der beiden je 
einer Richtung m entsprechenden Einzehikrafte n^ und P^ vor- 
zunehmen. 

Die aus obigen Grundsatzen und Erorterungen sich ergebende 
Methode fiir die Bestimmung der Druckkrafte auf einen Flachenteil f 
bei gegebener Lage desselben gegen die freie Oberflache ist durch 
nachstehende Reihenfolge gegeben: 

1. Festlegimg des Koordinatensystems mit lotrechter Z-Achse, 
die positive Z-Richtung entgegen der Schwerkraft; die freie Ober- 
flache als xy-Ebene. 

2. Bestimmung der Projektionen von f auf die Koordinaten- 
ebenen und der Schwerpunktslagen von f in YZ von f in XZ, 

^ Jt 

3. Bestimmung der GroBen n^^n , n^ und P^, P , P^ und hieraus 
7/ , 27 , 27^ entsprechend den Gleichungen ^, L und JB. 

If 

4. Konstruktion der Kugeln fiir tt^, P^ und 77^. Man erhalt 
hiermit fiir jede Richtung die GroBenwerte von ti^, P^ und 77^ und 
einzeln die Werfce jrjf, Pjf und TTjf. 

Soil dann fiir irgendeine Richtung m die Lage der Einzeln- 
kraft m bestimmt werden, so sind zuerst die Lagen der Einzeln- 
krafte n^ und P^, und hieraus die Lage der Resultierenden der 
Krafte n^ und P^, d. i. eben von 11^ in bekannter Weise zu be- 
stimmen, womit die Aufgabe gelost ist. 
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III. Spezielle FilUe. 

a) Symmetrische Form der Flache. 

Die Gleichungen fiir die Kugeln n^, P^ und 27^ vereinfachen 
sich, wenn die Flache eine ebene Flache oder von solcher Gestalt 
ist, daB dieselbe eine vertikale Symmetrieebene besitzt; wahlt man 
in diesen Fallen die Lage der YZ-Ebene derart, dafi dieselbe senk- 
recht zur Ebene der Flache steht resp. mit der Symmetrieebene zu- 
sammenfallt, so werden f und damit tt , P und/7 =0; die Kugel- 

w If If If 

mittelpunkte fallen in die XZ-Ebene, die die Kugeln nach grofiten 
Kreisen schneidet, aus denen die Werte und Lagen von jr^f, Pm 
und IIm entnommen werden konnen; noch einfacher, auch beziiglich 
der Bestimmung der Schwerpunktslagen der Flachen f^ = f^, sowie 
der in Frage kommenden Volumen wird die Bestimmung, wenn die 
ebene Flache eine vertikale Symmetrieebene besitzt. 

Ist f ein Teil der Wand des GefaBes, in dem sich die 
Fliissigkeit befindet und steht der auBere Teil derselben unter 
gleicher Pressung wie die freie Oberflache, so geniigt es, sofem die 
Dicke der Wand genilgend klein ist, die Bestimmung nur fiir den 
Fliissigkeitsdruck durchzufiihren, da sich die auf beiden Seiten der 
GefaBwand unter dem EinfluB der auBeren Pressung entstehenden 
Drucke aufheben; aus diesem Grunde wurde fUr die Flussigkeits- 
drucke die Bezeichnung P gewahlt. 

Bedeutet f die ganze benetzte Oberflache des die Fliissigkeit 
enthaltenden GefaBes, so folgt aus P^ = yjzdf^, daB der totale 
Fliissigkeitsdruck auf das GefaB in lotrechter Richtung gleich dem 
Gewichte der im GefaB enthaltenen Fliissigkeit ist. 

b) Bodendruck^ hydrostatisches Paradoxon. 

Fiir ein Flachenteil, das durch eine unterhalb der freien Ober- 
flache liegende, ebene, horizontale Linie abgegrenzt ist, ist die GroBe 
des Fliissigkeitsdruckes in lotrechter Richtung gleich dem Betrage 
des Fliissigkeitsvolumens, das durch den Flachenteil f, die durch die 
Abgrenzungslinie bis zur freien Oberflache gelegte Zylinderflache und 
dem durch letztere aus der freien Oberflache ausgeschnittenen Flachen- 
stiick begrenzt; dieselbe ist jinabhangig von der sonstigen Form des 
GefaBes; wegen letzterer Eigenschaft wurde die geschilderte Erschei- 
nung als hydrostatisches Paradoxon benannt. 

Die Bedeutung desselben kann durch beistehende Fig. 8 veransohau- 
licht werden: im oben und unten oflenen GefaB A befindet sich ein 
dicht anschlieBender Kolben K; ersteres ist durch die FiiBe F, letz- 
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terer durch die Saule 8 mit der FuBplatte B fest verbunden; im 
GefaO befindet sich oberhalb des Kolbens Fliissigkeit, ist die freie 
Oberfiache; im Zusammenhang aller Teile wird die Fufiplatte durch 

das Gewicht des Fliissigkeitsinhaltes und 
das Gewicht der Einzelteile, d. h. Gefafi, 
Kolben, FiiBe und Saule belastet, hin- 
gegen belasten der Kolben und die Saule 
die Fufiplatte durch ihr Eigengewicht 
und den Fliissigkeitsdruck auf den Kol- 
ben in lotrechter Richtung, das Gefafi 
belastet die FuBplatte durch sein und 
seiner FiiBe Eigengewicht, vermindert 
um den Fliissigkeitsdruck auf den ko- 
nischen Teil des Gehauses in lotrechter 
Richtung. 

In jeder wagerechten Richtung ist 
der totale Fliissigkeitsdruck auf die ganze 
benetzte Flache des GefaBes gleich Null, 
da die Abgrenzungslinie sich als Geraden auf die vertikalen Ko- 
ordinatenebenen projiziert und daher f und f gleich Null werden. 

Die Druckkugeln P^ beriihren die freie Oberflache, es kommt je- 
doch nur die positive Druckkugel in Betracht; es ist P^ = P^ gleich 
dem Gewicht des Fliissigkeitsinhaltes. 




Fig. 8. 



c) Druck auf einen eingetauchten Kdrper (Schwimmen). 

Fiir einen in der Fliissigkeit befindlichen Korper ist, sofem der- 
selbe ganz untergetaucht ist, die benetzte Flache f gleich der ganzen 
Oberflache des Korpers; sofem derselbe nur teilweise untergetaucht 
ist, wird die benetzte Flache durch die SchnittUnie der freien Ober- 
flache mit der Korperoberflache begrenzt; in beiden Fallen sind die 
totalen Fliissigkeitsdrucke in wagerechten Richtungen gleich Null; 
der vertikale Fliissigkeitsdruck gleich dem Gewichte der verdrangten 
Fliissigkeit; diesen Fliissigkeitsdruck nennt man den Auf trieb oder 
speziell im Schiflsbau das Deplacement; derselbe ist der Schwere 
entgegengerichtet; die Druckkugeln Pm beriihren in diesem Fall eben- 
falls die freie Oberflache, es kommt jedoch nur die negative Kugel 
in Betracht mit dem Durchmesser P_ = Pm = P. = dem Auftrieb. 

In der Form: Ein Korper verliert in einer Fliissigkeit 
so viel an Gewicht, als dem durch ihn verdrangten Fliissig- 
keitsvolumen entspricht, sind obige Ergebnisse als Archime- 
disches Prinzip bekannt. 
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Der Korper kann innerhalb der Fliifisigkeit schwimmen, wenn 
sein Gewicht gleich, er sinkt unter bis zur Benihrung mit dem 
Gefafiboden, wenn sein Gewicht grofier, er wird teilweise ein- 
getaucht schwimmen, wenn sein Gewicht kleiner als der Auftrieb 
ist, der seinem ganzen Volumen entspricht. 

Der Bestand des Auftriebes reicht fiir die £rhaltung eines stabilen Gleich- 
gewichtszastandes beim Schwimmen nicht aus, wie sich aus folgender t)ber- 
legung ergibt Fig. 9: 

Fallen die Wirkungslinie der 
Korperschwere and jene des Auf- 
triebes nicht in eine Lotrechte, 
sind jedoch Gewicht und Auf- 
trieb der GroBe nach gleich, so 
bilden beide Krafte ein Krafte- 
paar, das jedenfalls eine drehende 
Bewegung des Korpers einleitet; 
es ist also in erster Linie fiir den 
Gleichgewichtszustand und damit 
fiir die Erhaltung der Ruhe notig, 
dafi beide Wirkungslinien sich in 
derselben Lotrechten befinden; 
Stabilitat einer Gleichgewichtslage 

wird aber weiter nur dann vorhanden sein, wenn bei einer Ablenkung des 
Korpers aus dieser Lage durch das entstehende Kraftepaar eine automatische 
Buckbewegung in die friihere Lage veranlafit wird, d. h. wenn das Moment 
des Kraftepaares entgegengesetzt der Ablenkung dreht, im anderen Fall tritt 
Kippen (Kentem) des Korpers ein. 

Die Erfullung dieser Bedingung fur die Wirksamkeit des Kraftepaares 
hangt ersichtlicherweise einerseits von der Lage seines Schwerpunktes ab, die 
ihrerseits wieder bestimmt ist durch die Mafisenverteilung im Korper; im all- 
gemeinen i^ die Lage des Angriffspunktes des Auftriebes von der Form des 
eingetauchteh Teiles des Korpers abhangig; einzig die Richtung des Auftriebes 
bleibt immer parallel, aber entgegengesetzt der Schwere; es gibt allerdings 
Falle, bei denen die Lage des Angriffspunktes des Auftriebes gegeniiber der 
jeweilen eingetauchten Oberflache desselben eine unveranderliche ist, wie z. B. 
bei voUer Tauchung (Unterseeboote), oder wenn die Oberflache des Korpers 
eine Rotationsflache ist und die Massenverteilung im Korper derartig ist, daO 
im Gleichgewichtszustand die geometrische Achse der Oberflache parallel zur 
freien Oberflache zu liegen kommt; in diesem Fall bleibt bei Ablenkungen, 
die einer Umdrehung des Korpers um eine zur geometrischen parallelen Achse 
entsprechen, die Lage des Angriffspunktes des Antrlebes gegeniiber der ein- 
getauchten Oberflache unveranderlich, bei anderen Ablenkungen ist dies nicht 
der Fall, bei der Kugel stets. 

Die Bewegung, die der abgelenkte Korper anzunehmen strebt, ist im all- 
gemeinen zweifacher Art. Ist mit der Ablenkung eine Verminderung der GroOe 
des Auftriebes verbunden, so resultiert aus den beiden Kraften: Korpergewicht 
und Auftrieb eine in vertikal and im Sinne der Schwere oder gegen dieselbe 
gerichtete Einzelnkraft, je nachdem die GroBe des Gewichtes oder diejenige des 
Auftriebes uberwiegt, und ein in der Ebene der beiden Krafte wirksames Krafte- 
paar; durch die Einzelnkraft wird eine in lotrechter Richtung sich abspielende 
Translationsbewegung eingeleitet, die in ihrem Verlaufe im allgemeinen periodi- 
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scher Natur sein wird, da mit dem damit verbundenen wechselnden Tauchen 
die GroBe des Auftriebes wechselt und daher auch die Wirkungsrichtung der 
Einzelnkraft wechselt; durch das Kraftepaar wird eine Drehung um eine 
Schwerpunktsachse eingeleitet, die jedoch nacb bekannten Satzen der Dynamik 
starrer Korper nur dann senkrecht zur Ebene des Kraftepaares erfolgt^ wenn 
die dieser Richtung entsprechende Schwerpunktsachse eine freie Achse des 
Korpers ist; in jedem andem Fall beginnt die Drehung um eine anders 
liegende Schwerpunktsachse und verlauft diese Art der Bewegung nach einer 
Pendelung mit wechselnder Pendelrichtung. 

Das Problem ist, wenn man vom Einflufi der mit der Bewegung des 
Korpers naturgemaB verbundenen Bewegung der Fliissigkeit absieht, auf ein 
solches der Dynamik starrer Korper zuriickgefiihrt, dessen Losung jedoch durch 
den Umstand kompliziert wird, daB die GroBe des Auftriebes von der GroBe 
und der Form des verdrangten Flussigkeitsvolumens und dessen Angriffspunkt 
und damit von der Form der bewegten Korperoberflache abhangig, und da 
dieselbe bei der Bewegung sich andert, mit derselben zeitlich veranderlich sind. 

Fiir den Fall, daB der Korper eine horizontalliegende freie Haupt- 
achse besitzt, daB die Ablenkung in einer Drehung um die letztere 
bestanden hat und daB hierbei der Schwerpunkt des Korpers und der 
Angriffspunkt des Auftriebes in einer Ebene senkrecht zur Achse 
geblieben sind, laBt sich die Bedingung fiir die Stabilitat des Gleich- 
gewichtes hinsichtlich der Drehung einfach prazisieren. 

Es ist namlich ohne weiteres aus Fig. 9 zu erkennen, daB das 
Gleichgewicht ein stabiles ist, wenn die Richtungslinie des Auf- 
triebes A die Schwimmachse in einem Punkt schneidet, der oberhalb 
des Schwerpunktes Uegt; bei einer Lage des Schwerpunktes iiber 
diesem Schnittpunkt tritt Kentem ein, das Gleichgewicht ist labil; 
fallt der Schnittpunkt mit dem Schwerpunkt zusammen, so ist das 
Gleichgewicht indifferent, d. h. es konnte, wenn dies bei alien der 
Pall ware, jede Lage eine Gleichgewichtslage sein. 

Dieser Schnittpunkt heiBt das Metazentrum, sein Abstand 
vom Schwerpunkt die Metazenterhohe. 

Im geschilderten Spezialfall wird die Ablenkung neben der perio- 
dischen Translationsbewegung in lotrechter Richtung eine schwingende 
Bewegung um die freie Achse einleiten; unter dem EinfluB der 
Fliissigkeitswiderstande werden die Bewegungen schlieBllch bis zum 
Gleichgewichtszustand abgedampft. 



B. Relative Rnhe. 

Wenn ein GefaB, in dem sich Fliissigkeit befindet, selbst eine 
Bewegung besitzt, so erscheint im allgemeinen der Bestand relativer 
Ruhe nicht gesichert und ergibt sich als erstes Problem die Be- 
stimmung solcher Bewegungsarten, bei denen dieser Bestand mog- 
Uch ist. 
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L Allgemeine Untersuchung. 

Die in den Grundgleichungen enthaltenen GroBen K^, K^^ K. 
sind [hierbei durch Summlerung der Beschleunigungskomponenten 
der Schwerkraft mit den Komponenten der ersten Erganzungs- 
beschleunigung der Relativbewegung zu bilden; fiir irgendeinen durch 
die Koordinaten x, y, z in dem mit dem GefaB verbundenen Ko- 
ordinatens3n9tem bestimmten Punkt ist letztere der GroBe nach gleich^ 
der Richtung nach entgegengesetzt der diesem Punkt als GefaBpunkt 
zukommenden Beschleunigung. 

Multipliziert man die Grundgleichungen A (Seite 26) mit dx^ 
dy, dz und beriicksichtigt wieder, daB im allgemeinen 2? ortlich und 
zeitlich unveranderUch, daB also 

^ dt ^ dx 'dy "^dz 
ist, so erbalt man durch Addition 

-dp = KJx-^Kdy-{-K,dz-\--^^dt C 

Q *' Q dt 

wobei wie im ersten Fall die Gleichung gilt 

1^ = B 

dt 

Die Gleichung B ergibt ebenfalls wie im ersten Fall die Be- 
dingung zeitlicher Unveranderlichkeit der Dichte der Fliissigkeit, und 
hiermit fiir den Fall, daB q abhangig von p ist, auch die Bedingung 
zeithcher Unveranderlichkeit der Pressung, welch letztere Bedingung 
jedoch entfallt, wenn die Fliissigkeit iiberhaupt inkompressibel, d. h. 
Q konstant angenommen wird. Aus Gleichung C folgt nun die fiir 
die Losung obiger Frage wichtigste Bedingung fiir die Moglichkeit 
des Bestandes relativer Ruhe: damit die rechte Seite von C zu 
einem totalen Differential wird. miissen K, K, K von 
einer Potentialfunktion K ableitbar sein, so daB sich ergibt: 

'~dx'' y~ dy' '~dz' Q'df~dt' 

Die Werte von K^, K ^ K^ ergeben sich wie folgt: in Fig. 10 
f, tjy C sei das mit der Erde fest verbundene Koordinatensystem, 
in dem sich das mit dem GefaB verbunden gedachte Koordinaten- 
system X, Y, Z bewegt; diese Bewegung kann jederzeit als eine 
Translation mit fiir alle Punkte des beweglichen Systems gleichen 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponenten, verbunden mit 
3 Drehungen um die Achsen OX, OY, OZ aufgefaBt werden. 
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Die Komponenten der Tranfilation sind 

»f = -j7; «9 = -77; «C = ^ 

"'^ ^* »' I mit f, jy und f als Koordinaten 



»>f = 



dV 



(Pf 






des Punktes 0. 




Fig, 10. 

Da die Grundgleichungen auf das System X, Y, Z bezogen sind, 
so sind auch die Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponenten 
nach den Richtungen OX, OY und OZ z\x bestimmen. 

Werden die Richtungskosinuse dieser 3 Achsen gegen diejenigen 
des festen Systems nach beistehendem Schema bezeichnet: 
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so daB z. B. h^ = dem Kosinus des Neigungswinkels von Y gegen tj 
ist, so folgt fiir die Komponenten der Translationsbewegung: 

*>, = Pl«a + Pi;^8 + Pc^8 J 

Die Komponenten der Drehungen ergeben sich fiir einen Punkt, 
aus dessen Koordinaten x, y, z aus den Winkelgeschwindigkeiten 
co^, CO , (Og des bewegten Koordinatensystems um dessen Achsen 
und deren Ableitungen a> ', co \ coj nach der Zeit in folgender Zu- 
sammenstellung : 

X Y Z als Drehachsen 



B^^X v__ = 0: v^. ==-f ;?a>..: v__ = — va>.l Geschwin 



c 



M d 9 TT /^ I I digkeitskom- 

^ gS vas ^^x' ""yy ^' "v* "^ * [ ponenten der 

* S.C Z t;,, = + ya)^; v^y= — xcOyl t;,,= j Drehungen 

X Y Z %\% Drehachsen 

a c 



I 









Besohleunigungskomponenten der Drehungen d 

Die Komponenten der Schwerebeschleunigung in Richtung X, 
y, Z sind bei lotrecht entgegengesetzt der Schwere gerichteter posi- 
tiver f-Achse. 



y, = —9<^i> 7y = — 9Cil r, = — 9c, 
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Das Bildungsgesetz fiir die Komponenten von R ist hiermit 

K^y — p — ^ 
und mithin 

K=y»—Px + y^l—^^y+^(^y^+^*^) 

Als abgeleitete einer Potentialfunktion unterstehen die GroBen 
Kg,y £y, K^ den Bedingungen 

dK^^dKy ^^y^^K. ag.^ag, 

^y dx * dz dy ' dx dz ^ 
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sein miissen, d. h. fiir den Bestand einer Potentialfunktion K und 
damit fiir die Moglichkeit des Bestandes relativer Ruhe ist notig, 
daB die Drehungskomponenten der Gefaflbewegung konstante Winkel- 
geschwindigkeit besitzen, woraus ^vieder folgt, daB die resultierende 
Drehachse sich nur unter Parallelverschiebung bewegen darf. 

Die Ausdriicke fiir K, K, K reduzieren sich auf 

K = (r> - P.) + (">/ + O * 

ii; = (j', — »'.) + K* + <)^- 
Es ergibt dies als allgemeines Integral von c die Gleichimg 



»2 



{y,-p.)^+K* + OY+^ ^ 

mit T als einer reinen Zeitfunktion. 

Aus dieser Gleichung lassen sich die weiteren Bedingungen fiir 
die Moglichkeit des Bestandes relativer Ruhe entnehmen, wenn man 
beriicksichtigt, daB die GroBen y und p, da dieselben nach den 
Gleichungen b und e die im allgemeinen von der Zeit abhangigen 
Richtungskosinuse a, b, c usw. enthalten, ebenfalls Zeitfunktionen sind. 

dp 

Man erkennt nun, daB in alien Fallen, in denen -— = sein 

dt 

muB (d. h. wenn die Fliissigkeit kompressibel ist), die Werte der 

Richtungskosinuse, so wie die in p^^ p . p^ enthaltenen Werte von 

pt^ p^ und jp^ von der Zeit unabhangig, also konstante sein miissen, 

d. h. die GefaBbewegung kann dabei entweder nur eine Translations- 

bewegung mit der GroBe und Richtung nach konstanter Beschleu- 

nigung oder eine Drehbewegung um eine festruhende oder um eine 

mit konstanter Beschleunigung parallel verschobene Drehachse sein; 

da die Kompressibilitat bei Wasser und ahnhchen Fliissigkeiten nur 

eine sehr geringe ist, so erscheint der Fall ^ = konstant als der 

praktisch wichtigere; in diesem Fall ist der Bestand der Moglichkeit 

dp 
relativer Ruhe nicht durchaus an die Bedingung -^ = gebunden; 

dt 

f iihrend wird hierbei vielmehr die Untersuchung der relativen Bewegung 
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der Niveauflachen; ist das GefaB offen, die Flussigkeit mithin gegen 
die Luft durch eine freie Oberflache abgegrenzt, so muB die relative 
Lage derselben naturgemaB bei relativer Ruhe konstant bleiben; im 
geschlossenen, voll angefiillten GefaB entfallt letztere Bedingung. 

11. Relatiye Ruhe in offenen GefADen 

(mit freier Oberflache). 

Die angefiihrte Bedingung wird in folgenden Bewegungsfallen 
erfiillt: 

a) Die Bewegung besteht nur in einer lotrechten Translation, 
wobei jedoch die Beschleunigung zeitlich variabel sein kann; in 
diesem Fall reduziert sich die Gleichung D auf^) 

y^ wird = — g und j)^ = jp^; es ergeben sich die Niveauflachen als 
wagrechte Ebenen mit zeitlich veranderlichen Funktionswerten, wo- 
bei die Bedingung zu beriicksichtigen ist, daB der Wert der Pressung 
niemals negativ wird; bezeichnet man mit ^^ die Pressung an der 
freien Oberflache und mit z^ den Koordinatenwert der letzteren, 
und nimmt man Unveranderlichkeit der Pressung an der freien Ober- 
flache, also T= konstant an, so folgt: 

und man erkennt, daB |> negativ werden kann, wenn t)c negativ und 
dessen Zahlenwert groBer als g wird, d. h. fiir die Moglichkeit des Be- 
standes relativer Ruhe ist bei beschleunigter, lotrechter Translations- 
bewegung des GefaBes notwendig, 
daB entweder die Bewegung rein 
niwjh auf warts (jp^ > 0) oder aber 
bei Abwartsbewegung, mit einer 
Beschleunigung 



»J:<i7 + 







—^ I h-l^ 



erf olgt ; ist j) - > ^ -}- ^\ , so bleibt 

Q'^ Fig. 11. 

die Wassersaule im GefaB gegen 

dasselbe zuriick und die relative Ruhe wird gestort. Eine Nutz- 

anwendung letzterer Eigenschaft ist in der nebenskizzierten primitiven 

*) Mit Cj = 0, Cg = 0, Cg = 1 entspreohend lotrechter Lage der C- und der 
^Achse. 



46 Hydrostatik. 

Einventilpumpe (Fig. 11) zu erblicken, mit welcher Forderung doroh 
rasches Auf- und Abwartsbewegen des mit einem Bodenventil ver- 
sehenen und in Fliissigkeit tauchenden GefaBes erfolgen kann. 

b) In alien Fallen gleichf ormiger geradliniger Translationsbewegung 
des GefaBes. 

c) Die Translationsbewegung kann entsprechend Gleichung D 
auch eine gleichformig beschleunigte sein. 

Die Gleichung laBt sich durch die Annahme paralleler Richtimgen 
zu zwei Achsen der Koordinatensysteme und indem man die Be- 
wegungsrichtung parallel z. B. zur ^C'^^^^^ ^^S^> reduzieren auf 

bei T=konstant ergeben sich mit p = konstant die Niveauflachen 
als Ebenen, die senkrecht zur fC-^hene und unter 

tga = - ^' 



y + Pc 

gegen den Horizont geneigt liegen. 

Man erkennt, daO eine Neigung nur vorhanden ist, wenn die hori- 
zontale Beschleunigungskomponente p^ nicht=0 ist; ist dies jedoch 
der Fall, so kann p^ jeden beliebigen Wert annehmen, die Lage 
der Niveauflachen wird nicht gestort; es liegt also mit t)f = (wo- 
bei jedoch ^^ ^ sein kann) eine Verallgemeinerung des Falles a 
vor, naturgemafi auch mit der dort bestimmten Begrenzung der 
Moglichkeit des Bestandes der relativen Ruhe. 

Ist die Bewegung eine geradlinige, die Bahn unter dem Winkel p 

gegen den Horizont geneigt und somit — = tg/?=konstant, sofolgt 

Ps 

tga = — 



9 + Ps^gP 
und wird, wenn p^ bedeutend groBer als g, angenahert 

tgatg/? = — 1, 

d. h. die Niveauflachen und damit auch die freie Oberflache stellen 
sich in diesen Fallen nahezu senkrecht zur Bahnrichtung ein. 

Wahrend der Anlaufs- resp. Ablaufsphase der Bewegung eines 
teilweise mit Fliissigkeit gefiillten GefaBes kann zwar nicht voll- 
kommene relative Ruhe, jedoch bei langerer Dauer dieser Phasen 
und konstanter Beschleunigung resp. Verzogerung eine derartige Be- 
wegung der Fliissigkeit eintreten, daB die freie Oberflache periodisch 
wechselnde Lagen um die der relativen Lage entsprechende freie 
Oberflache annimmt. 
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d) Wird das GefaB mit kooatanter Winkelgeschwindigkeit um 
eine lotrechte Achse gedreht nnd letztere dabei lotrecht derart be- 
wegt, daB p^ = konstant ist, so ist ebenf alls relative Ruhe der Niveau- 
flachen vorhanden, und es kann daher eine freie Oberflache in rela- 
tiver Ruhe und hiermit relative Ruhe iiberhaupt bestehen; die 
Gleichung D nimmt die Form an: 

x« + y« 



Q 



— G7 + *c)^ + ^. 



Setzt man x*-f-y* = *^j ^^ lautet die Gleichung kiirzer 

^ = <\ — (s + Pc)^ + T, 

mit T= konstant und |> = konstant ergeben sich die Niveauflachen 
als Rotationsparaboloide um die 
Drehachse als geometrische Achse. 

Auch hier unterliegt p^ der im 
Fall a namhaft gemachten Be- 
schrankung. 

Die Lage der freien Oberfiache 
im GefaB ist durch den Fliissig- 
keitsinhalt bestimmt; z. B. ergibt 
sich fiir ein kreiszylindrisches Ge- 
faB Formebene mit der geometri- 
schen Achse als Drehachse das Vo- 
lumen, das durch Zylinderwand Zy- 
linderwandboden und freie Ober 
flache abgegrenzt wird, Fig. 12, mit 




Fig. 12. 



V = R'7tz. 



B?n^ 



:£o. = 2^« :^ ia + f?. 



Es ist femer fiir r = und z^^Zf^: ~ = — gZo-\-T\ 

Q 

fiir r = B und z-=z^\ ^- o>,*~ — ^^a + T 



hiermit: 



a>/B» 



^9 



Aus der Volumsgleichung und mit V^=z^I^n folgt: 



und hieraus: 
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womit die Lage und Formen der freien Oberflaohe bestimmt ist; aus 
den Gleichungen] 



Q ^ Q 

erhalt man dnrch Einsetzen des obigen Wertes fur z^ und Subtrak- 
tion die Gleichung: 

_ = _ + ^^.^___J + ^(,^_,), 

mittek welcher fiir jeden Punkt im Innem der Fliissigkeit und an 
der benetzten Zylinderwandung die Pressung p berechnet werden 
kann; iibrigens ergibt sich aus denselben Gleichungen: 

dafi die Hohe der Wassersaule, durch die der Uberdruck in einem 
Punkte innerhalb der Fliissigkeit bestimmt wird, gleich ist der iiber 
denselben bis zur freien Oberflaohe reichenden Fliissigkeitssaule. 

Die Abhangigkeit der Hohenlage Fliissigkeitssaulen z^ oder z^ 
von (o^ laBt sich zur Einrichtung von Zeigerwerken fiir Umdrehungs- 
zahler verwerten. 

Mit diesen Fallen ist die Mannigfaltigkeit der Bewegungsarten 
von offenen GefaBen erschopft, bei denen relative Ruhe der in den 
GefaBen enthaltenen Flussigkeiten moglich ist. 



III. Relative Ruhe in geschlossenen GefftBen 

(ohne freie OberH&che). 

Im Falle eines vollkommen geschlossenen und vollkommen an- 
gef iillten GefaBes wird die Bedingung der relativen Riihe der Niveau- 
flachen gegeniiber dem GefaBe hinfallig; es erscheint daher nach 
Gleichung D in diesem Fall der Bestand relativer Ruhe der Flussig- 
keit moglich, wenn nur die durch die Gleichung' D festgelegte Be- 
dingung erfiillt ist, wonach, sofem die GefaBbewegung eine Rotations- 
komponente iiberhaupt besitzt, die Rotation mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit zu erfolgen hat ; die Parallelverschiebung der Rotations- 
a^chse kann hierbei einer beliebigen Translation entsprechen. 

Aus Gleichung D ist zu erkennen, daB die Niveauflachen im 
Falle reiner Translation des GefaBes Ebenen, in alien anderen 
Fallen Flachen zweiten Grades sind, deren relative Lage gegen das 
GefaB sich im allgemeinen wahrend der Bewegung des GefaBes 
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kontinuierlich andert, d. h. die Niveauflachen bleiben nicht an die 
Fliifisigkeiteteile gebunden wie in den friiheren Fallen oder, was das- 
selbe ist, die Pressung ist in der Fliissigkeit ortlich und zeitlich 
variabel; es bleibt hierbei jedoch durch die Reaktion der GefaO- 
wande — sofem dieselben undeformierbar sind — der Bestand der 
relativen Ruhe gesichert. 

Von praktischer Bedeutung ist der Fall der Rotation um eine 
ruhende horizontale Drehachse, Fig. 13; wahlt man die X-Achse als 




Fig. 13. 



Drehachse und laBt dieeelbe mit der {-Achse des festen Koordinaten- 
systems zusammenf alien , so stellt sich in der ^rj-Ehene die gegen- 
seitige Lage des Koordinatensystems nach beistehender Skizze dar 
und es werden 



und hiermit 



0; 



Ps = Pv = Pi = ^ 
P. = Py = P, = 0\ 



yy = — g&ina; y, = — ^rcosa 



O). 



da ^ 

77' ^v = ^' 



co, = 



und es reduziert sich Gleichung D auf 

.2 



= (—gmna)y-{-co^^' Y + (— ^cosa)^ + a>,«. ^ + r. 
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Auf das feste Koordinatensystem iibergehend erhalt man 

y 

und hiermit und mit n = — 

9 



y 2g ' 2g g 

T und p =?konBtant ergeben hieraus die Niveauflachen als ko- 
axiale Kreiszylinderflachen, deren Achse im Abstand 1 = -^ lot- 
recht iiber der f-Achse liegt. 

Unter der Annahme, daB in dieser Achse der Druck p^ herrscht, 
ergibt^sich mit w = 0: f = — ^ = 1 

P 2 CO,* "^ g 

und hieraus durch Subtraktion 

y y ^ 2g^^ 2g ^^2 co/ 

2g 
oder durch Multiplikation mit — — 

CD 

X 



9 ^^ 



coJ'K y J ' ' \ CO,', 

Hieniach sind die Radien der zylindrischen Niveauflachen durch die 
Gleichung : 

Y (o^^ y 
bestimmt. 

Diese Radien sind hiemach fiir einen bestimmten Bewegungs- 
zustand, also fiir einen bestimmten Wert von co, proportional den 
Quadratwurzeki aus den Uberdriicken. 

Die absolute Lage der Niveaulinien ist aus Fig. 13 ersichtlich, 
aus der man auch erkennt, wie im Falle eines zylindrischen Ge- 
hauses, dessen geometrische Achse in der Achse liegt, bei Drehung 
desselben um diese Achse der Druck an der Gehausewandung variiert. 

In der Theorie der Zellenwasserrader werden die Niveauflachen 
in den einzelnen Zellen ebenfalls als koaxiale Kreiszylinderflachen 
angenommen; die Einfiihrung solcher Niveauflachen ist in diesem 
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Fall an sich unrichtig, da ja in der Zelle nicht relative Ruhe besteht; 
bei den geringen Winkelgeschwindigkeiten, die jedoch solche Rader 
besitzen, fiihrt die Annahme solcher Niveauflachen doch auf praktisch 
geniigend genaue Resultate; z. B. zur Bestimmung derjenigen Zellen- 
lage, bei der AusflieOen beginnt. 

In der Studie: „Der Druck auf den Spurzapfen der Reaktions- 
turbinen und Elreiselpumpen" von Dr. Karl Kobes-Wien, Verlag 
von Franz Deuticke, Leipzig-Wien, wird die Bestimmung der Pres- 
sungen auf die GefaBwandungen unter Annahme rotierender Flussig- 
keitszylinder durchgefiihrt. 

Diese Studie gibt eingehenden AufschluB iiber die Art und Weise, 
wie Probleme solcher Art zu losen sind; eine weitere Bearbeitimg 
erscheint daher iiberfliissig. 

Es soil im folgenden nur noch an einem einfachen Beispiel das Problem 
des Gleichgewichtszustandes eines Korpers, der in eine in relativer Ruhe be- 
findliche Flussigkeit eingetaucht ist, behandelt werden. 




Ein offenes GefaB sei auf horizontaler Bahn in gleichmafiig besohleunigter 
Bewegung. Fig. 14. 

Nach Fall C, S. 46 u. f., ist relative Ruhe einer im GefaB enthaltenen 

Flussigkeit moglich; die Druckgleiohung wird mit ^ = ~ und 

p^ = und T = konstant 



y 



'.* 



X 



z + Z 



die Niveauebenen sind unter dem Winkel tg a = — — gegen den Horizont ge- 

neigt. 

In die Flussigkeit sei ein homogener zylindrischer Korper eingetaucht, 
dessen Querprofil eine Symmetrieachse besitzt und zwar vorerst in einer solchen 
Lage, daB die Richtung der Zylindererzeugenden senkrecht zur ^C- resp. 
XZ-Ebene und die Symmetrieachse des Profils senkrecht zu den Niveau- 
ebenen steht. 

Der Korper sei gegen das Gefafi ebenfalls in relativer Ruhe; es ist zu 
bestimmen, unter welchen Umstanden dieselbe bestehen kann. 

4* 
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Auf den Korper wirken 1. die Schwerkraft in der GroBe gleich dem Ge- 
wichte O des Korpers angreifend im Schwerpunkte lotrecbt nach abwarts. 

2. Die erste Erganzungskraft der Relativbewegung, d. i. -p^ horizontal, ent- 

if 

gegengesetzt der Bewegungsrichtung and angreifend im Sohwerpunkt des Kor- 
pers. 3. Der Auftrieb A bei der angenommenen Lage des Korpers in Rich- 
tung der Symmetrieachse vom Innem der Flussigkeit gegen die freie Ober- 
flache, der Auftrieb geht hiermit ebenfalls duroh den Sohwerpunkt, fiir den Be- 
stand des Gleichgewichtes ist daher nur notig, dafi die Grofie von A die Re- 
sultierenden von G und E, also 



V'^m 



A = G 

ist. 

Mit pt = 0, also bei Ruhe oder einfach gleichformiger Bewegung des Ge- 

fafies (rf == konstant) wird A= G, woraus man erkennt, dafi der Auftrieb bei 
gleichformig beschleunigter Bewegung des GefaBes fiir den Gleichgewichts- 
zustand des Korpers, also duroh die Tauohtiefe desselben groBer sein muB als 
bei Ruhe des GefaBes; Gleiohgewioht ist femer in jeder Lage moglioh, bei der 
die Erzeugenden des Zylinders parallel zu den Niveauebenen, die Symmetric- 
ebene senkreoht zu denselben stehen, da hierbei G, E und A doch immer zum 
Schnitt kommen und in derselben Ebene bleiben; wird die Lage des Korpers 
duroh eine kleine Parallelverschiebung in der Richtung A gestort, so andem 
sioh A und E im gleiohen Verhaltnisse, deren Resultierende bleibt in der 
Richtung von A, es tritt schwingende Bewegung in dieser Richtung ein; eine 
Ablenkung im Sinne einer Drehung um eine in der Symmetrieebene und 
parallel zu den Erzeugenden liegende Achse bringt eine schaukelnde Bewegung 
hervor, wenn die hierdurch verursachte Versohiebung der Lage des Auftriebes 
mit der Resultierenden von G und G ein aufrichtendes Moment ergibt, im 
andem Fall erfolgt Kippen. In weiterer Verfolgung solcher Storungen erkennt 
man, daB qualitativ das Verhalten eines solchen Korpers demjenigen im ruhen- 
den Wasser analog ist. Der wesentliche Unterschied besteht lediglich in der 
fiir den Gleichgewichtszustand notigen groBeren Tauohtiefe. 

Es mag zum SchluB noch hervorgehoben sein, daB alien den 
ermittelten Bedingungen fiir die Moglichkeit des Bestandes relativer 
Ruhe die Hauptbedingung vorausgeht, daO die Herbeifiihrung eines 
solchen Zustandes iiberhaupt moglich ist; bei dem Umstand, daB 
die Uberfiihrung eines Korpersystems aus dem Ruhezustand in einen 
anderen Bewegungszustand nur durch beschleunigende Krafte mog- 
lich ist, erscheint die unmittelbare t)berfiihrung aus der absoluten 
in die relative Ruhe nur in geschlossenen GefaBen bei reiner Trans- 
lationsbewegung derselben moglich, eine Drehbewegung darf hierbei 
nicht auftreten, da auch bei geschlossenen GefaBen die Bedingung 
konstanter Winkelbeschleunigung besteht, in welchen Zustand man 
aus der Ruhe doch erst durch Beschleunigung gelangen kann. 

Den im letzten Beispiel angefiihrten Zustand der relativen Ruhe 
bei gleichformig beschleunigter, geradliniger Bewegung auf horizon- 
taler Bahn kann man sich z. B. dadurch erzeugt denken, daB man 
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das GefaB mit einem ebenen Deckel versieht, der mit der Neigung 
der Niveauebenen aufgebracht ist, das GefaB mit Fliissigkeit fiillt, 
in Bewegung setzt und dann, wenn der gleichformig beschleunigte 
Bewegungszustand eingetreten ist, den Deckel abhebt. 

Im offenen GefaB ist die unmittelbare Herstellung der geneigten 
Oberflache nicht moglich; sie wird sich aber bei geniigend langer 
Dauer der Bewegung einstellen, wenn die beim Anfahren verursachte 
relative periodische Bewegung der Fliissigkeit durch die Reibungs- 
widerstande bis zur relativen Ruhe abgedampft wird. 

Diese relative Ubergangsbewegung wird jedoch unter alien Um- 
standen von der Form des GefaBes beeinfluBt. 

Im allgemeinen wird hiemach selbst bei Erfiillung der oben 
entwickelten Bedingungen fiir den notigen Bewegungszustand des 
GefaBes relative Ruhe nur dann eintreten, wenn die Reibungswider- 
stande die Uberfiihrung in diesen Zustand ermoglichen und die Form 
des GefaBes dieser Uberfiihrung nicht hinderlich ist. 



III. Hydrodynamik. 
1. Stationare Stromungen in feststehenden 

Die Hydrodynamik untersucht die Erscheinungen in bewegten 
Fliissigkeiten mit Hilfe der im ersten Kapitel sub B angegebenen 
Grundgleichungen. 

Die Probleme selbst sind tails geometrischer teils mechanischer 
Natur, indem dieselben einerseits die Bestimmung der Stromungs- 
fonnen, anderseits die Bestimmung der denselben entsprechenden 
Geschwindigkeits- und Pressungsverteilungen und der hiermit ver- 
bundenen Energieumsatze zum Zweeke haben. 

A. Geometrie der stationaren Stromnngen. 

Es entspricht durchaus der natiirlichen Vorstellung, sich in 
erster Linie die stationare Stromung in einem z. B. kanalformig ab- 
gegrenzten feststehenden Raum durch nebeneinander liegende, sich 
nirgends schneidende und im allgemeinen krumme Linien als Bahnen 
von Fliissigkeitselementen anschaulich zu machen; die Kanalbegren- 
zung umschlieBt dann dieses Linienbiischel; finden hierbei innerhalb der 
Fliissigkeitselemente keine sekundaren Bewegungen der einzelnen 
Teilchen derselben statt, so hat man es mit geordnetenStromungen 
zu tun, wie solehe bei reibungsfreien, reinen Fliissigkeiten oder auch 
unter dem EinfluO der inneren Reibung allein vorkommen konnen; 
die Gesamtheit der krummen Linien stellt dann die wirklichen 
Bahnen der einzelnen Fliichtigkeitsteilchen dar; bei Vorhandensein 
von sekundaren Bewegungen, mit denen auch ein Austausch von 
Fliissigkeitsteilchen zwischen den einzelnen Fliissigkeitselementen ver- 
bunden sein kann, also bei turbulenter Stromung, charakterisieren 
die krummen Linien unseres geometrischen Stromungsbildes die 
Hauptstromung. 
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^Ffache 



Zu einem solchen Linienbuschel kann man sich nun eine erste 
Schar von Flachen vorstellen, die die Linien iiberall rechtwinklig 
durchschneiden; es wird hierdurch der mit Fliissigkeit erfiillte Raum 
bereits in bestimmter Weise unterteilt, diese Flachen haben die Eigen- 
schaft von Querschnittsflachen der Stromung. Fig. 15. 

Denkt man sich weiter 
auf irgendeiner dieser Fla- xF/ocha 

chen zwei Scharen von 
Linien derart gezogen, daO 
die Linien der einen Schar 
diejenigen der anderen 
Schar schneiden, so werden 
durch diese beiden Linien- 
scharen und die durch 
deren Punkte hindurch- 
gehenden Bahnlinien eine 
zweite und eine dritte 
Flachenschar gebildet, die 
den Raum weiter unter- 
teilen. Die einzehien Fla- 
chen dieser beiden Scharen 
haben die Eigenschaft von 
Stromflachen. Die letz- 
teren Flachenscharenliegen 

gegen die erste Flachenschar rechtwinklig, untereinander im all- 
gemeinen schiefwinklig; dieselben bilden zusammen ein System im all- 
gemeinen zweifach orthogonaler Flachenscharen, in speziellen Fallen 
konnnen auch die Flachen der beiden letzten Scharen rechtwinklig 
gegeneinander liegen, sie bilden dann mit der ersten Schar ein 
System dreifach orthogonaler Flachenscharen. 

Ein durch die Schnittlinien eines derartigen Flachensystems ge- 
bildetes Liniennetz stellt ein im allgemeinen krummliniges und zwei- 
fach orthogonales Koordinatensystem dar. 




Fig. 15. 



Es seien nun die Flachen der ersten, zweiten und dritten Schar 
als 9?-, \p- resp. ;^-Flachen; die Schnittlinien der xp- und ;|f-Flachen, 
das sind die Bahnlinien als 9>-Linien; die Schnittlinien der 97- und 
;^-Flachen als ^-Linien, diejenigen der 97- und v;-Flachen als ;|f-Limen 
bezeichnet und vorlaufig auf ein kartesisches Koordinatensystem be- 
zogen, indem mit 9?, \p und % auBerdem drei verschiedene, jedoch 
koordinierte Funktionen von Xy y, z bezeichnet werden, durch die 
die drei Flachenscharen analytisch beschrieben sind: 
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Es sollen hierbei x, y, z die Verhaltnisse der Koordi- 
natenlangen zu einer willkiirlichen Langeneinheit be- 
deuten, so daB also x, y, z Verhaltniszahlen und die Funk- 
tionswerte (p, y^ X ^^^ deren Ableitungen ebenfalls rein© 
Zahlen sind. 

Die Funktionen 99, y), 1 werden als Formfunktionen be- 
zeichnet. 

Fur die drei Funktionen gelten hiemach die drei totalen Diffe- 
rentialgleichungen : 

^ dx ' dy "^ dz 

oder wenn man die partiellen Differentialquotienten der Kiirze 
halber mit 



«1 


«a 


«3 


/*, 


P. 


Ps 


yi 


7i 


7» 



bezeichnet. 

d(p =^a^dx~\- a^dy -\- a^dz 

dy) = P^dx + /^a^y + fis^^ 
dx = ^'j dx + y^dy -f y^ dz 

Zwischen den einzelnen Differentialquotienten bestehen folgende 
Identitaten : 



daj^ d^(p d^cp da^ ^ 
dy dX'dy dydx dx 


da^ da^ 

dz dy ' 


da^ da^ 
dx dz 




dfi^ aV av a/So. 

dy dxdy dydx dx ' 


dz dy ' 


dx dz 


• II 


^Yi ^'X ^^X ^^ . 


^72 ^73, 


dy^ dy^ 




dy dxdy dydx dx 


dz dy 


dx dz J 





Wegen der Orthogonalitat der yf- und ;f-Flachen gegen die f^- 
Flachen hat man: 
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wogegen mit den abgekiirzten Bezeichnungen 

4 = a,* + V 4- a, 

B = /?,* + ^.*+A 
G=Yi* + Y,' + 7»' 



3 



und mit cu als Winkel der Normalen im Punkte x, y, z zu den 
Flachen y> und % ^olgt: 

Ayi+^.y.+^gy.^VJccosw*) iiij 

Die beiden Gleichungen III^ werden erf iillt.' wenn 

<^ = (P,7i-yJi> I IV 

worin v eine vorlaufig beliebige Funktion von x, y, z bedeutet; man 
erhalt hieraus: 



a 

d 



a 

dy 

a 
a« 



)x da* ^*^* ^'P'^dx'^ V^'dx^^' dx ^* dx ^' dx) 

\y dy* ^'^' ^»P^hy^ Y*dy^^^dy ^^^ dy ^* dy I 

und weiter durch Addition und Beriicksichtigung der Identitaten II 
und der Gleichungen IV 

^ aac* • at/* »«* v\dx dx~ dy dy~ dz dz) ' « 

als allgemeine Differentialgleichung der Funktion 9?. 
Fiihrt man die den Identitaten 



dz dy ' dx dz ' dy dx 

entfiprechenden partiellen Differential quotienten an den Gleichungen IV aus, so 
erhalt man mit den fiezeichnungen 

^) Slnd die yf- und ;if-Flachen ebenfalls durchaus orthogonal, so wird 
cos CO = und die rechte Seite von III^ wird gleioh Null. 
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folgende drei Gleichungen 

5f;-('.|l+'-'t+'--t)+'-^--?T;; 

5H-('-t+'.t+'-t)+"Vv=3i-; 
7i:-;-('.t+'-t+"t)+'.'-''=?-l; 

-(''.fe+'''l?+A*)+/'V' 

Die drei Gleichungen konnen mit Hilfe der Gleichung III« umgeformt werden ; 
differenziert man die letztere z. B. partiell nach x, so erhalt man 



)-(''»^+^»l?+''»l2) 



und unter fieriicksichtigung der Identitaten II 



doc; 



dy 



dz dx 



und ahnliches folgt durch partielle Differentiation naoh y und z; man erhalt 
nach entsprechender Ordnung die neuen Form en: 

a 



yiV^' - /?iV«z - + Yi {\^BC COB co) 



-'i(*&+*l?+'-^) + i(-S— I 



3y 

y.V* v — ^. V« z = -^ i},^BC COS o)) 



^) 



-^('•.S+'^$+''.t)+i(«.v-«.3 

y»V*v — /««V*Z ="3^ (/BCcos o)) 

Multipliziert man nun der Reihe nach mit yi, y^, yz und beriicksichtigt, daB 
yj> -|- yj« -|- yj* = C, 2yi —^ = ^_ usw., 80 ergibt sich die Gleichung : 



do; 



ajt 



cv«y — (Vbccos ft)) v*z = yi 



ax 

a 



+ y2-^(v'-BC'co8G>) + y, ^^ 



{y/BCcoBQ}) 

(y/BCcOBO)) 



+ 



1 



(y,aj — yja,) ^ + (yja, — y^a^) — + (yaOj — yio^ 



dz 



-('.s+'.^^^.s -■ 
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Setzt man hierin die Werte von O], ag, a, aus den Gleichungen IV ein, 
80 gibt V» eine Differentialgleichung zwischen den Funktionen xp, z ^^^ ^ ^^^ 
kann dieselbe zur Bestimmung der Funktionsformen von yj dienen, wenn die- 
jenigen von x und v gegeben sind. 

Die Gleichung vereinfacht sich bereits fiir den Fall v = konstant, indem 

SI 

die Glieder mit v in Wegfall kommen; wird aufierdem eo = 90® = -^, d. h. das 

Flachenaystem ein dreifach orthogonales, so ergibt sioh die einfache Form 

^_^ 1 fdy^ dC , dw dC , dtp dC\ 

C \cx dx dy cy ' dz dzJ 



*♦ 



Aus den Gleichungen V ergeben sich fiir die Bestimmung der 
Werte von da?, dy^ dz mit der Determinante : 

die Gleichungen: 

- . ii (i* = dflj 03, y, — y, /?,) -f a, OS, i;i; + y, <f V) + «. (y« <^ V — /*. <*;!:) 

-■Adx^-^d(p-\- {a,y, — y.o,) dy> + (Oj/J, — a,/?,) dx 
und ebenso 



-'Adz = -^d(p-{-{a^y^ — a^y^)dtp'\-(aJ^—fi^a;)dx 



. . VI 



dx, dy, dz bedeuten in diesen Gleichungen die elementaren Koor- 
dinatendifferenzen zweier beliebiger benachbarter Raumpunkte und 
sind deren Werte bestimmt durch v und durch die Werte der 
partiellen Differentialquotienten der Flachenfunktionen im Punkte 
X, y, z und die Differenz d(p, d\p und d^y um die sich die Funktions- 
werte andem beim tTbergang vom Punkt x,y, z zum Punkte {x-\-dx), 
iy + dy), (z-{-dz). 

Beachtet man nun, daS beim Ubergang von x, y, z zu einem 
benachbarten Punkt langs einer 9?-Linie die Flachen y> und %, auf 
denen x, y, z He^, nicht verlassen, also hierbei dtp = und dx = 
und ahnlich fiir die Ubergange auf einer y;- resp. ;|r-Linie d<p = Oj 
dx==0 resp. d<p = 0, dyj = zu setzen sind, so erhalt man fiir die 
Werte der Projektionen der elementaren Langen der 9>, y- und X' 
lanien folgendes Schema: 
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dyf 


9?-Lime 
— dx — 


V'-Linie 
dq> dx 


X-L,inie 
d(p — dy^ — 


dx 




,«sy.-a,2'..dy 


t 


dy 


V -^- - — ^^^ • dtp 
A 


,Mi^«x/?..d^ 


dz 




v.. 


,«x/?..„«,^..^^ 



VII 



Hieraus erhalt man entsprechend der allgemeinen Beziehung 

ds= Vdx^ -\- dy^ + d^* nach entsprechenden Umformungen folgende 
Werte fiir die Linienelemente ds^p, dsy,, ds^^ der 9?-, tp- und ;|r-Linien: 



y,=vyjdtp 



VIII 



hiervon steht ds^ senkrecht auf ds^, und dsj^^ wahrend dSy, und ds^ 
im allgemeinen unter dem ortlich verschiedenen Winkel <o ge- 
neigt sind. 

Durch Quadrieren der Gleichung III. ergibt sich unter Be- 
niitzung der Gleichungen IV die Beziehung 

^=y«B.C8in«<o IX 

und hiermit der Flaeheninhalt des die Seiten ds^, und dSj^ ent- 
haltenden elementaren Viereckes 



df= dsy, dsj^ • sin co 
df=-=.dtpdx 






sin CO dtpdx 



Der Rauminhalt des elementaren Zwolfkantes mit den Seitenlangen 
ds^, ds^f, und dsj^ ergibt sich zu 



dx = df' dstp == -— d<p • dtp • dx 



XI 



Denkt man sich nun die Flachen aller drei Flaohen- 
scharen derart gruppiert, daO die Differenzen der auf- 
einanderfolgenden Funktionswerte nicht nur innerhalb 
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der einzelnen Scharen, sondern iiberhaupt durchaua gleich 
werden und gibt man dieeer Differenz den endlichen (aber 
eelir kleinen) Wert Je, so da0 Ji)3 = Jv = J;j^ Je wird, bo 
erhalt man folgende Beziehungen: 

if!._,VJi odor ilsr.:ls^.ils, = l:yVC:rVB 



-V^ 



Ax=-jA£* XIV 

Das wesentliche Resultat dieser Untereuchung ist folgendee: 
Durch die drei Flachenacharen (p, \p und ji wird der 
Raum im allgemeinen in elementare Zwolfkante unterteilt, 
mit ortlich bestimmten Verhaltnissen der mittleren Seiten- 
langen, wenn die Aufeinanderfoige der Flachen der ein- 
zelnen Scharen derart genommen wird, daB die Funktions- 
werte der aufeinanderfolgenden Flaclien um denselben 
Betrag differieren. 

Diese Eigenschaft bildet die Grundlage fur die graphische 
Netzkonatruktion. 

Graphische Konstmktion von Netzlinien. 

Die aut einer x-Flftclie befind- 
lichen <p- und ^Linien bilden ein 
Netz von orthogonalen Trajekto- 
rien, das die Flache in elementare, 
im allgemeinen krummlinige Becht- 
ecke unterteilt; aus der ersten der 

Gleichungen XII folgt das Verhalt- \^ . 

nis der mittleren Seitenlangen eines 
Bechteckea, Fig. 16 



dorch denselben Wert ist die Nei- 
gUDg der Diagonalen der Rechtecke 
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gegen die durch deren Schnittpunkte gehenden Bahnlinien bestimmt, 
indem 

tgr=-^=,.yc 

ist. Sind fiir jeden Punkt der Flache die Werte der Punktionen C 

und V und damit von vVC bekannt, so ergibt sich folgende Grund- 
aufgabe fiir die graphische Bestimmung solcher Netze: 

Auf einer Flache der Schar x ist eine 9>-(Bahn-)Linie 
mit der, einer konstanten Wertdifferenz Acp = Ae ent- 
sprechenden Punkteinteilung 0, 1, 2, 3 ... und auOerdem 
fiir jeden Punkt der Wert von v bekannt, es ist das auf 
diese r Flache liegendeNetz der (p- und ^-Linien zu zeichnen. 

Die Funktion C ist durch die Gleichung C=yj^ -{- y^ -f- y^ =■ 

[—-] ~{~(t^) 4~ ("q^J bestimmt, es muB also fiir die Flachenschar ;i; 

die Funktionsgleichung gegeben oder der Wert von C sonst in irgend- 
einer Weise bestimmbar sein. 

Denkt man sich diejenigen Punkte der Flache zu Linien ver- 
bunden, in denen der Wert von y VC konstant ist, so erhalt man 
eine Darstellung der Verteilung dieses Wertes auf der Flache; diese 
Linien konnen auch als Linien gleicher Diagonalenneigung be- 
zeichnet werden. 

Zieht man nun durch die einzelnen Teilpunkte der gegebenen 
Bahnlinie die Diagonalenelemente unter Reriicksichtigung der Gleichung 

tg T = r VC, so ergeben deren Schnittpunkte neue Bahnlinien mit 
Teilpunkten, von denen aus die Konstruktion fortgesetzt werden 
kann; man erkennt, daO sich auOer den Bahnlinien auch die y}- 
Linien, sowie die Diagonalenlinien einzeichnen lassen. Siehe auch 
Fig. 20, Seite 75, Fig. 23 Seite 83. 

Da das Verfahren auf Eigenschaften der Flachen aufgebaut ist, 
die nur deren Elementen zukommen, so wird im Prinzip dasselbe 
um so genauer sein, je kleiner die Entfemung der Teilpunkte auf 
der [Ausgangslinie ist; werden bei fortgesetzter Aneinanderreihung 
der Rechtecke die Langen As^, und As^p groBer, so sind Unterteilungen 
anzuwenden, was aber an sich keine Schwierigkeiten bietet. 

Das Verfahren ist direkt anwendbar, wenn die ;f-Flachen Ebenen 
sind; ist dies nicht der Fall, so ermoglicht das Hilfsmittel der kon- 
formen Abbildungen die Netzzeichnung in einer Ebene. 

Beziiglich der allgemeinen Theorie der konformen Abbildungen 
wird auf die entsprechende Literatur und namentlich auf die Original- 
schrift von GauB verwiesen, die im Jahre 1825 im 3. Heft von 
Schuhmachers astronomischen Abhandlungen als Losung einer 
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Preisaufgabe unter dem Titel erschienen ist: ^Allgemeine Losung der 
Aufgabe, die Telle einer gegebenen Flache so abzubilden, daO die 
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen ahnlich ist.^ 

Die fiir den Gebrauch zur graphischen Netzbestimmung weeent- 
lichste Eigenschaft dieses Hilfsmittels kann folgendermaOen gekenn- 
zeichnet werden: 

Alle Netze orthogonaler Trajektorien, auf beliebigen Flachen, 
die derart beschaffen sind, dafi durch dieselben die Flachen in 
krummlinige Rechtecke unterteilt werden, deren Diagonalen 
wieder unter sich orthogonale Trajektorien bilden und somit 
gegen die Linien der urspriinglichen Netze in jedem Punkte unter 
45® geneigt sind, besitzen die Eigenschaft, daB Figuren in denselben, 
deren Linien die Netzlinien in gleicher Reihenfolge treffen und hier- 
bei die korrespondierenden Netzlinienelemente je im gleichen Ver- 
haltnis teilen, in ihren kleinsten Teilen ahnlich, d. h. konforme 
Abbildungen sind. Derartige Netze kann man als Grund- 
netze der konformen Abbildungen bezeichnen. Jedem Punkt 
einer Figur in einem solchen Netze entspricht ein bestimmter Punkt 
der konformen Figur in einem anderen Grundnetze; alle durch zwei 
derart zugeordnete Punkte gezogenen korrespondierenden, d. h. gegen 
die Netzlinien je gleich geneigten Linienelemente der beiden Figuren 
haben gleiches Langenverhaltnis ; dessen Wert ist jedoch im all- 
gemeinen fiir verschiedene Punktpaare verschieden. 

Sind Figuren in verschiedenen Grundnetzen einer Figur in einem 
weiteren solchen Netz konform, so sind dieselben auch untereinander 
konform. 

Die Konstruktion der Grundnetze ist analog derjenigen, die 
friiher fiir allgemeinere Netze angegeben wurde; es wird hierbei nur 

tg T = r VC = konstant = 1 (also nicht wie im allgemeinen Fall von 
Pimkt zu Punkt verschieden). Das einfachste Grundnetz der kon- 
formen Abbildungen ist das ebene rechtwinklige Koordinaten- 
netz mit durch weg gleichen Abstanden der Netzlinien; es gibt 
jedoch unendlich viele andere Formen ebener Grundnetze, wie sich 
an Beispielen ergeben wird; man wird jeweilen dasjenige Netz wahlen, 
das die leichteste Figureniibertragung ergibt. 

Die angefiihrte Grundeigenschaft der konformen Netze ermog- 
licht die Einzeichnung solcher Netze in Modelle von krummen 
Flachen mittels biegsamer 45® Winkellineale. 

Die Ausbildung entsprechender Methoden zur Konstruktion kon- 
former Grundnetze in beliebigen Flachen bei projektivischer Dar- 
stellung der Flachen bildet ein Problem der darstellenden Geo- 
metrie, dessen Losung zweckdienlich fiir die Netzdarstellung ware. 
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Sind nun auf einer ;|r-Flache die Linien konstanter Diagonalen- 
neigung gegeben und hat man sich auf derselben ein Grundnetz ge- 
zeichnet, so kann man diese Linien in ein ebenes Grundnetz iiber- 
tragen und mit Hilfe derselben ein ihnen entsprechendes konformes 
Netz von 9? und ^-Linien zeichnen, das nun wieder in das Grund- 
netz auf der ;^-Flache iibertragen werden kann; die Eigenschaft der 
Konformitat sichert die geforderte Einhaltung der Flachenunterteilung 
in krummlinige Rechtecke mit dem Seitenverhaltnis 

Das kOnstruierte und das iibertragene Netz sind ebenfalls kon- 
form und hiermit jedes zwischen denselben in friiher geschilderter 
Weise iibertragene Figurenpaar; es ergibt [sich hierin eine Verall- 
gemeinerung der Darstellung konformer Netze. 

Analoges gilt natiirlich fiir die Darstellung der Netzlinien auf 
einer der xp- oder der 9?-Flachen zweiten resp. der dritten Glei- 
chungen XII. 

Theorie der Kriimmnng ebener orthogonaler 

Trajektorien. 

Die Genauigkeit der Konstruktion ebener Netze laBt sich wesent- 
lich erhohen, wenn man die Kriimmungsradien der Netzlinien 
bestimmt imd dieselben zur Einzeichnung elementarer Bogenstiicke 
beniitzt. 

Fiir deren Bestimmimg kann folgende Theorie der Kriimmung 
ebener orthogonaler Trajektorien dienen, in der, um allgemeiner zu 
bleiben, die Bezeichnungen f und tj fiir die Koordinaten des ebenen 
kartesischen Koordinatennetzes gewahlt und andere Buchstaben als 
bisher fiir die Funktionsbezeichnungen eingefiihrt sind; es wird dann 
in jedem Fall leicht sein, durch entsprechende Riickfiihrung auf die 
alten Bezeichnungen die allgemeine Form der Gleichungen zu spe- 
zialisieren. 

Sind U und V zwei Funktionen von f und tj, so werden durch 
dieselben zwei Scharen orthogonaler ebener Trajektorien dargestellt, 
wenn zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen und 
einer vorlaufig noch beliebigen Funktion ju von f und rj die Be- 
ziehungen bestehen: 

dU , dV 

^af = + ai ^^ 

du dv 
^a?=-ay ^-^ 
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da hierbei die Bedingung der Orthogonalitat erfiillt ist, indem 

wird. 

Durch die partielle Differentiation von a^ nach f , von a, nach r) 
ergibt sich: 

und hieraus 

?! 

a 



"tRA^^lI j^H^JL biA^^JL ^"1=0 



und nach Division der Gleichungen a^ und a, durch fx und partieQe 



a. 



Differentiation von -- nach w, von — nach f : 

fX fl 



a 
af 



Es Bind hiermit ganz allgemein die simultanen Gleichungen a^ 
und a, Oder b^ und b,, die partiellen Differentialgleichungen zweier 
orthogonaler ebener Kurvenscharen. 

Durch die Wahl von /i werden diese Kurvenscharen in Kate- 
gorien abgetrennt, man kann /i die Kategorien-Funktion nennen; 
z. B. mit fi == konst. nehmen b^ und b^ die Formen 






^ , a^_ 

af«~^ai;»"" 



an; d. h. die Gleichungen der ebenen konformen Grundnetze. 

Unter Bezugnahme auf umstehende Fig. 17, in der ah eine 
linie der F-Schar, cd eine solche der [7-Schar sind, seien weiter 
folgende Bezeichnungen eingefiihrt: 

^ = Bogen der Tangentenwinkel 
difi = Abszissen 
(2 ^^ =£ Ordinaten ^Elemente 
j^^ = Bogen J 
Qfi = Kriimmungsradien 



a, 

dtjay 
dSay 



I 



der beiden Linien 
cd und a 6, die 
sich im Punkte {, r) 

orthogonal 

schneiden 



Femer sei eingefiihrt 

— (W)"+(i^)"=P'+©i?- 



FrAiil, Technische Hjdrodynainik. 
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Da nun 



du 



dU 
Bind, ergeben sich die Beziehungen: 



dv 

dV 



dt} 



sin- o = - 



M' 



coB*a 



©• 



M' 



sinV 






cob"/J = 



Q' 



/i«Jf 



S ' 




Fig. 17. 
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und wegen a == ~ -j- ^ ^® Identitaten 



sin a 






'^ /«\af/ fiM\dr)J ds„ 
sin /J iM = 4-J_f^) = + fii = 



difi 
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hiermit werden 



du du difi,fdu\drifl 1 \(d uy, (d i/yi ^ 



dsfi di d 

dV _dV d^a , dV drj, 

+ 



dsa di dsa dtj dst 
und daraus 



-mhim-" 



Cx 



Ci 



Oder 



dV _ 1 d7 



d. 



d. 



Fiir die Bestimmung der Kriimmungsradien dienen folgende 
Gleichungen 

1 da 1 dB 

Qa dSa' Qfi dSfi' 

da a und /} Funktionen des Orfces, also 
Bind, 80 folgt langs der [7-Linie 



1 3a dSat^a drjt 



Qa di dSa dri dSa 

1 ^dp d(fi . 8/? diy/? 
^^ d^ dsfi dtj dsfi 

und unter Beniitzung obiger Identitaten 

1 , 8a . da , , a sin a 8coBa 

— = + — co8a 4-^ «»«=+- TT 5 — 

- = + ,-^co8/J+-8m/? = + --— ^, 

Die AuBfiihrung der partieUen Differentiationen durch Einsetzen 

1 /^ 77 
der Werte von sin a = -^7 • r-rr usw. ergibt 



dna^^M a£\ j^/ a«p_a^ a^\ 



a Bin 

5* 
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dsin 
dcos 






af 

a3f 



ai? "~aiy\jf'afy ""jfA 'd^drj^ dri'ds) 
acoag ^ a /I dU\^ 1 (j^^_^^\ 

drj ~dri\M'drjJ 3f«\ ' drj* drj'df)) 



und hiermit 



Qa~ M \af» "^ aiyV JM* Vaf 'af "^ a^ * dtj) 

und mit Riicksicht auf b^ und die obigen Identitaten 

aif af ajf d^ 



1^ 



1^ 



acT 



a?7 



a// af , djudfj 



1^ 

M 






di J^ ' dfj M 
dM d^fi . dM dfjfi 






1 d/j. 



af dsfi dt) dsfi 
1 dif 



) 



ju dsfi M dSfi 
1 l_(^ ^_^ ^] 



XVa 



Qfi 



dU 



dri af 

dU 



i_|aM a^_L¥H. 

"~ jf \af'^ aiy Jf 

= __L f?_^ dia.dM dfja] 






1 dJIf 



M dsa 



XVb 



Mit Hilfe der Gleichung XVa laBt sich der Kriimmungsradius 
der Trajektorie zu einer F-Linie bestimmen, wenn langs derselben 
die Werte von M und ju gegeben sind, mit Hilfe der Oleiohung XVb 
derjenige der Trajektorie zu einer U-Iinie, wenn langs derselben die 
Werte von M gegeben sind. 

Durch das dem berechneten Wert eines Kriimmungsradius zu- 
kommende Vorzeichen ist die Lage des Kriimmungsmittelpunktes 
gekennzeichnet. Im Koordinatensystem {, 97 entspricht einem nega- 
tiven Wert vom q konvexe, einem posiven Wert konkave Kriimmung 
gegen die f-Achse. 
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Au8 der Form der Gleichungen XV 



Qa 



1 



{"■■'£) (-^) 



1 

m 



1_ 
n 



XVa' 



- = + — ^ 



dJf 



dst 



)-= 



XVb' 



ergibt sich folgendes Verfahren fiir die graphische Bestimmung der 
Werte von m, n und q und damit von Qa und ^y^: es sind namlich 

du 
dsfi 



n = M: 



q = M: 



dM 
dsfi 

dM 
dsa 



Tragt man z. B. (Fig. 18) auf der in eine Gerade gestreckten 
lanie c d die den einzelnen Punkten derselben entsprechenden Werte 
von M auf, so erhalt man 
die If-Kurve iiber cd und 
ist aus nebenstehender Fi- 
gur ersichtlich, daB die 
Strecke 

dM - 




dsp 

ist, der Wert von n wird 

mit dM positiv oder ne- 

gativ; es muB hierbei na- Fig. 18. 

tiirlich fiir die Ordinaten 

M der gleiche MaBstab verwendet werden wie fiir die Abszissen, 

was deshalb moglich ist, weil auch im Koordinatensystem Sij die 

Koordinatenwerte nicht als Langenwerte, sondem als Verhaltniswerte 

genommen sind, so daB wieder alle Funktionswerte die Werte aller 

Abgeleiteten und deren Funktionen, also auch reine Zahlen sind. 

Die Beniitzung der Kriimmungsradien ist speziell an denjenigen 
Stellen des Netzes von Vorteil, wo Netzlinien mit starker Kriimmung 
vorkommen. 
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Koordinatentransformation. 

Fiir die Aufstellung der Differentialgleichungen bestimmter Netz- 
formen wird es dienlich sein, vom karteeischen Koordinatensystem, 
auf das Zylinderkoordinatensystem iiberzugehen, eventuell, wenn die 
(p, tp, ;|r-Flachen selbst dreifach orthogonal sind, die in bezug auf das 
kartesische Koordinatensystem abgeleiteten Gleichungen auf das System 
(PftPiX ^^ transformieren; es werden zu dem Zwecke die notigen Trans- 
formationsformeln aus Biemann-Weber, „Die partiellen Differen- 
tialgleichungen der mathematischen Physik'^ I. Bd., § 41, Seite 95 u. f. 
mit den dort gebrauchten Bezeichnungen aufgefiihrt. 

Es seien x, y, z die kartesischen, p, q, r die neuen, im all- 
gemeinen krummlinigen, jedoch dreifach orthogonalen Koordinaten, 
so daB a;, y^ z je durch eine Funktion von p, q und r darstellbar 
sind. Mit den Bezeichnungen 



dx 
dp 



a; 



dx , 
dq 



dy 



ay 

dq 



= 6'; 



und 



az 

dp 



= c; 



dz , 
dq 



dx 
dr 

dj^ 

dr 

dz 



a 



N 



= 6" 



dr 



= c 



tt 



werden 



e = a*-\-h*-\-<* 
e' = a'» + 6'» + c'« 



r/ 



dp 

dx 

dx 
dr 
dx 



a 
e 
a' 



J » 



a 



fp 



jt » 



= a 
dp 

ay 

dy 

dr 

ay 



6 
e 

• 



/ J 



ap 

~dz 
dq 

dz 

a^ 

dz 



c 
e 



jf 



ft 



Femer, wenn U eine Funktion von x^ y, z resp. p, q^ r ist 

dU 



dx 

du 

dy 

dU 



dU a . dV a! . dV a" 
e dq e dr 



dp 

d_u_ 
dp 

dV 



tt 



e^ dq,' e^ dr' e" 



dz dp 



e"^ dq 



<l_jdV_ 
«'"•" dr 



Jl 



Jt 



B 
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und 






c 



Fiir die Transformation dee kartesischen auf das Zylinder- 
koordinatensystem bestehen zwischen den Koordinaten folgende 
Beziehungen, wenn man z. B. die x-Achse als Zylinderachse nimmt: 



y = rcosg 
z = r8m q 



r ist hierbei die radiale 

q die (Winkel-)Bogenkoordinate 



mithin 



also 



a=l 
6 = 
c = 
e=l 



dx^l'dp-\'Odq + Odr 

dy = 0'dp — r sin qdq-\- cos qdr 

dz = 0»dp'\'r cos qdq-^-siaqdr 

a' = 

h^ = — r sin 9 

c' = -|- r cos q 



6"=-|-0O82 

c" = -|- sin q 
e" = l 



und hiermit 
dp 



dx 
dq_ 

dx 

dx 



= 1; 



= 0; 



= 0; 



dp 



= 0; 



dq^ sing 

dy r ' 



ap 

dx 
dU_ 
dy 



dy 
J— 

dp 



= -f-cosg; 



dp 

Jz 
dq 
dz 
dr_ 
dz 



= 



= + 



cosg 



= -f-sin2 



dU Binq , dU 

"ay — + I7^« 



dU dU QOBq . dU , 
az dq r dr 



-'-=m'^him)\+U''-^)} 



_8*I7 ■ 1 8»P 3*17 ■ 1817 



B 



8r' 



r 3r 
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Beispiele. 
I. 

Die ;r-Flachen seien Ebenen parallel zur XY-Ebene des karte- 
sischen Koordinatensystems; deren Gleichung ist: ;t = 2r, und diem- 
entsprechend: 

^1 = 0; ^2 = 0; ^3 = 1; C=l. 

Aus den Gleiclfungen IV folgt: 

^ , d(p dip 

«, = /J.v Oder j^=-^y 

d(p drp 

dw 

das letzte Resultat bedeutet, daB in diesem Fall ip unabhangig von 
2, also nur eine Funktion von x und y ist. 

1. Annahme: r = konstaiit = l. 
Es werden: 

« —8 Oder- ?;^_^. ^ — _/} Oder- i-^ — _^- >i=B 
a^— /^, Oder. 3^ — 3^, ««— Ai Oder. ^^_ — ^^, A — Ji. 

Durch partielles Differentiieren einmal der ersten dieser Gleiohimgen 
nach X, der zweiten jiach y, dann umgekehrt, folgen: 

ax* 'ay* 

als Bestimmungsgleichungen der Funktionen q? und ^; die erste der- 
selben ergibt sich ebenfalls aus V^ mit v=l und -^ = 0; die zweite 

derselben aus V^* mit C=l. 

Die allgemeine Integration dieser simultanen Differentialglei- 
chungen erfolgt nach der Funktionentheorie durch Umformung und 
Trennung der reellen und imaginaren Teile von Funktionen des 
komplexen Argumentes (x-f-*y)- 

Die 97-Flachen und die v^-Flachen sind Zylinderflachen mit Er- 
zeugenden parallel zur ;r-Achse und ergibt hiermit die erste derselben 
nach der gewahlten Bezeichnungsweise im Verein mit der Gleichung 
X = z die ^-Linien, die zweite im Verein mit ;c = ;z: die 97-Linien 
(Bahnlinien). 
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(In den Lehrbiichem der Hydrodynamik werden im Gegensatz 
zu obiger Bezeichnung gewohnlich die Bahnlinien als ^-Ldnien be- 
zeichnet; bei der gewahlten Darstellung erscheint obige Bezeichnung 
zweckmaBiger, da die Lage eines Punktes in einer bestimmten Bahn- 
linie eben durch deren Schnitt mit einer ip-FlsLche bestimmt ist.) 

Es folgt ohne weiteres, daB in den Fallen ;t^=^ ^^ V" ^^^ 
^-Linien fiir alle ;^-£benen kongruente Kurven sind, so dafi die 
Darstellung in einer der ;^-Ebenen vollkommen Aufschlufi iiber den 
Verlauf aller dieser Kurven gibt; man nennt daher entsprechende 
Stromungen mit Netzformen dieser Art zweidimensionale Stro- 
mungen. 

Beispiel: Aus der komplexen Funktion 

Z=(X'^iy)^ = {x^ — y^) + i(2xy) 

ergeben sich durch oben bemerkte Abtrennung: 



.a 



<p = x'' — y 
yf=2 xy. 



2 




yljmBn'SckmKbueff 
derfFlddiettmlfehn 
XFISchett 



Fig. 19. 



Hiemach sind die in der ZF-Ebene gelegenen Leitlinien der (p- und 
V^-Flachen gleichseitige Hyperbeln mit dem Koordinatenursprung 
als gemeinschaftlichen Mittelpunkt: Fig. 19. 
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Es werden 

a.=^ = — 2t/ B — ?3^ — -|-2a: 

4 = 4(x« + y«) fl = 4(x« + y*) 



V4 2 Va« + y» *^ K A ^ 



2 V*» + y* 



df=.-^d,,dX= '^'^ 



und mit endlichen Differenzen: 

Ae = A<p = ii%p = /dx = Az, 



2Va;» + y* 

'"-4(x« + y«)' 

Je=: Ji? bedeutet, dafi die Lange eines Elementes der j^-Achse als 
MaB der Differenz der Funktionswerte zu wahlen ist. 

Bezuglich anderer Formen solcher Art und deren Eigenschaften 
wird auf die diesbeziigliche reichliche Literatur verwiesen^). 

Graphische Beispiele. 

Aus der ersten der drei Gleichungen XII ergibt sich mit v=l, 
C=l 

tgr = -^=l. 

Die Netzlinien einer ;|r-Ebene grenzen mithin krummlinige recht- 
winklige Vierecke ab, deren Diagonalen unter 45® gegen die ^ und 
V^-Linien geneigt sind und bilden hiermit konforme Grundnetze. 

Fall a. Fig. 20. 

Gegeben sind eine 9?-Linie und auf derselben diejenigen Punkte 
in denen dieeelbe die 9?-Flachen durchdringt, deren Funktionswerte 
na<;h einer arithmetischen Reihe zunehmen: es seien 0, 1, 2, 3, . . . 
solche Punkte auf der Linie ah\ zieht man durch diese Punkte Linien, 



^) Lamb: Hydrodjmamik. Wien: Hydrodynamik. Biemann-Weber: 
Die partiellen Differentialgleiohungen der mathematischen Physik. 
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die nnter 45" gegen die Tangenten in dieeen Punkten geneigt sind, 
80 eriialt man in deren Schnittpunkten zwei zweitere Punktreihen, 
die wieder auf Bahnlinien liegen, und kann man von deneelben ab 
das Verfahren wiederbolen. 



Fig. 20. 
Wird nun der Wert der Differenz J e angenommen, bo folgt auB 
der dritten der Gleichungen VIII, d. I ^Sj,^=vyl -6%, rait r = l 
und A%^Ae, und well A = B S^: 

Asj( ^ ji e ^ A z ^ A z 
d. h. der Wert Je iet ein MaB der Abatande der ;[-Ebeaen. Aub 
der ersten der Gleichungen VIII ergibt sich mit v=i 1 und A<p^Ae: 

ASj,^ —= und wegen Astp = As\^ 
vA. 

wodmtih die Werte von Va in den einzelnen Punkten auB den 

Langen As^ und dem Wert As beetimmt eind; ea werden hiemach 

Af=As^-Ae = Aay,-Ae 

Aj = (,As^)* Ae ='{A Sy)* • As. 

Mit Riicksicht darauf, daS die Werte von x, y, t und hiermit 
ftudi t^y Sy, jj Vertialtniewerte sind, werden die wirkliohen Werte 
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der entsprechenden Langen durch Multiplikation mit dem Longen* 
werte der Bezugseinheit a und femer der wirkliche Machenwert 
durch das Produkt d^Af und der wirkliche Volumwert A durch das 
Produkt a^'Ax bestimmt. 

Fall b. Fig. 20, 21 ^). 

Sind eine Bahnlinie und die Werte von Va langs derselben ge- 
geben, so kann man die Punktverteilung fur gleiche Differenzen 



4:^ 



LdMtft-MaBsHab: Icmm qa 
/a -MaSshb'.icmmit^o 



9 10 If IS 19 W. 

% ¥ ¥ ■ ¥ 




Fig. 21. 

Aip^=AB auf der Bahnlinie durch Beriicksichtigung der ersten der 
Gleichungen VII erhalten, aus der sich ergibt 



9^6 



<p^= SVAds^. 



Streckt man daher die gegebene Bahnlinie in eine Gerade aus, tragt 

auf derselben die V-4-Werte auf und bestimmt sich durch Plani- 
metrierung die Integralkurve, so gibt deren Endordinate bXIV den 
Wert von 9?^ — <p^\ teilt man diese Ordinate in eine Anzahl n gleicher 
Teile ein, projiziert die Teilpunkte auf die Integralkurve und die 
so erhaltenen Punkte derselben wieder auf a&, so erhalt man die 
Punktverteilung 12 3 auf ah entsprechend der Funktionsdifferenz 



A^^n-% 



^ 



= At. 



n 



^) Dieses Beispiel gibt ein Stromnetz f iir Leitradkanale von Francisturbinen. 
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Fiir die Bestimmung der Krummungsradien ist in den Oleichungen 



XV J und XV/ 




fi — 1; M— 


\A', dsa'=dsy,; 


und dementsprechend 




Qa Qxp'y 

zu setzen; man erhalt: 


Qfi Q^ 


VI 


VI 


\dsj 


\dSy,) 



Man kann daher entsprechend der ersten Gleichung in derselben 

Figur, in der bei gegebenen Werten von ^A die Bestimmung der 
Punkteinteilung erfolgt, auch die Bestimmung von q^, vomehmen. 
Aufi der zweiten Gleichung folgt: 

dVA _VA ^ 

dSy, Qtp 

Va 

d. h. man erhalt im Quotienten — ein MaB fiir die Veranderlichkeit 
von VA langs der die 97-Linie schneidenden v'-Linien. 



Bestimmt man im obigen analytischen Beispiel x und y als 
Funktionen von (p und rp, so erhalt man 

x«=4-|+|v^M=V 



Es wird 



^ V2 2A _ 2VA 
^'^~ dVA~ dA " dA 



d$fp dsg, d<p 
nun ist langs einer 97-Linie tp konstant, also 

dA 49? I699 

hiermit 

1 aVa 

8 q) 
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und mit den Werten von A und q> ausgedriickt durch die Koordi* 
naten x und y 

_ (x« + y*) V^+? 
^v- (x» — tf«) 

und so analog 



2xy 
als Gleichungen der Kriimmungsradien. 

2. Annahme: r = yerfinderllch, z, B. =^» mit % = einer 

Konstanten, 
Es werden 

"' dx dy' '""* dy dz^ ' "« az " 

durch partielle Differenzierung wie im fniheren Fall, erhalt man: 

aa:«"^"ay«"^ aa;~ 

als simultane Differentialgleichungen der Zylinderflachen <p und y; 
mit Erzeugenden parallel zur 2r-Achse, deren Schnitte mit den 
;jr-Ebenen wieder die ^- resp. 9?-Linien geben, die wie im friiheren 
Fall kongruent in alien ;^-Ebenen sind; solche Stromungsformen ge- 
horen daher auch zu den zweidimensionalen Stromungen. Die allge- 
meine Integration obiger Differentialgleichungen kann durch Potenz- 
reihen erfolgen; eine partikulare Losung erhalt man mit 

9? = yc**, y) = -^y^—x. 

Die ^-Liinien sind hierbei transzendente Kurven, die 97-Linien in der 
x-Richtung parallel verschobene Parabeln, Fig. 22. 

Fiir die graphische Bestimmung entsprechender Netze hat man 

tgT = C**. 

Die Netzkonstruktion kann nach dem allgemeinen Verfahren erfolgen. 

Man erhalt durch analoge Bechnungen wie im vorhergehen- 

den Fall 

As * 
J«;p = Jc, Af=As^Aey Ax^^ J^ Ae 



Geometrie dcr atatjon&ren StrSmuogen. 79 

alB Verhaltniswerte fur die Bestimmuag von As^, df und A%. EbenBO 
gilt bezUglich det BeBtimmung der Werte von n, m und g dasselbe 
wie friiher; es wird in dieBem Fall 

u = e~**, —■-'- = — i- — = — AcoBa. 

mit cc, =^ Tangentenwinkel der Bidrn gegen die x-Achae; hiermit 
konnen die Kriimmungen teBp. KriimmungBradien det ^Linien in 
den Teilpunkten der Bahnlinien bestimmt werden. 



In den behandelten Fallen liegen Netze der x- und ip- reBp. der 
X- und ^Linien auf Zylinderflachen, deren Entwicldung in Ebenen 
die konformen Abbildungen der Netze liefert, 

II. 

Doa System der j-I^'l^ben Bei durch ein, die avAcliBe ate ge- 
meinBchaftliche Schnittlinie enthaltendes Ebenenbusobel gebildet; die 
allgemeine Gleicbung eines solchen SyBtemB iat hiermit beatimmt 
duich 



Kf). 
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wobei F noch eine beliebige Funktion des Argumentes — sein kann; 
es seien vorerst folgende zwei spezielle Annahmen gemacht: 



V = konst. = 1 ; 



;^ = arctg-. 

if 



Hiermit und wenn man z^-\-y^ = r^ einsetzt, werden 



71 = 0] Yi = — -2 



z 



T T 



und somit entsprechend den Gleichungen IV 






dtp y 



"^jr^ 4_ i_r _^ J_ IJL __ 



d%p z 
Jz r 



«2 



dq> 



Ca = -^ = — 
cz 



dx' r^ 
^v^ z 



Es erscheint in diesem Fall zweckmaBig auf das Zylinder-Koordi- 
natensystem iiberzugehen und ergeben sich unter Beibehaltung der 
Bezeichnung p, q^ r fiir die neuen Koordinaten die Transformations- 
gleichungen nach B/. 

dtp dtp 

'dx~Jp 

dcp dq> sin Q . dcp 

—J- = ^- — i- -4 — I- COB a 

dy dq r ^ dr ^ 

dw dw cosa , dw . 

dz dq r ^ dr ^ 



dip 
dx 

dtp 
dyj 

Jz 



dtp 
dp 



d tp sm q . dtp 

— -JL. i. -1- -JL COB g 

dq r ^ dr * 
dtp <^oBq .dtp 

— — . -4- — — gin q 

dq r ~ dr ^ 



dx dp 

di^ Ji r +ar^^ 

dx dx coBj' , air 

dz dq r ^ dr ^ 
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Pa nan 

y ' 

- - = cos 5; — = sin 9 
r ^ r ^ 

sind, ergibt sioh mit den Werten yi, y^, y^ 

dp dy r* dq' t^ '^ dr' r 



de "^r« '^do r*'^ dr' r 



Mithin erhalt man 

dp ^' ag ^' ar""" 

also X unabhangig yon r und p und gleioh der Bogenkoordinate, d. h. bei J;i^ = J < 
= kon8t. haben die Ebenen des Biisohels gleichen Abstand; man wird dien- 

licherweise Ae= —r- wahlen, wobei t eine ganze Zahl ist und die Anzahl der 
Ebenen dee Biisohels um die Achse bedeutet. 

Die Transformationsgleichungen der Ableitungen von q? und yf 
vereinf achen sich noch bei der dritten speziellen Annahme, daB q? und \p 

unabhangig von der Bogenkoordinate, also --^==0,] — ^ = Oseien. 

dq dq 

Dies bedeutet, daB die 97- und Y^-Flachen UmdrehungslSachen sind 

mit der p^ d. i. die x-Achse als ^geometrische Achse. Die Schnittlinie 

dieser Flachen mit den ;|^-Ebenen geben ebene und kongruente Netze 

der \fh und 97-Linien in den ;|f-Flachen; es geniigt deshalb wieder 

die Zeichnung eines Netzes in einer Ebene. 

Mit der letzten Annahme erhalt man: 

dq> dq> d\p drp 

'dx~ Jp' 'dx~ Jp 

dw . dw ^V I ^W 

";r- = + -^r- coso ; — i- = + -i- coso 
dy ' ar ^ dy ^ dr ^ 

dw . dq> .. dw i dtp . 

und hiermit aus den Gleichungen a: 

dq? .dyfsin^q^^dtp cos^q 

'dp '"ar" r "^ar r 

dw . a vising dw dw oobq 

dr dp r dr dp r 

Oder 

dq> .1 dtp dq> \ dy> , 

a^""'^7*a7' a7 7ap * ' ' 

Pr4lll, Teehniache HydrodTnaniik. 6 
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Durch partielles Differentiieren konnen diese beiden Gleichungen wieder 
umformt werden; man erhalt 

dp* ^ dr*^ r dr 

ay .ay 1 8v_^. 

dp* "■" 8r« r dr~ 

4 

als simultane Differentialgleichungen zur Bestimmung der Funktionen 
q? und tp und somit der Netze der ip und 9?-Linien. 

Die Integration derselben kann durch Potenzreihen erfolgen; 
man erhalt 

V^a^ + PV-P-.^+P'-.g^;-, 

worin a erne beliebige konstante Zahl, P eine b^liebige Fmiktion 
von p und P^, P^^, P^^^, . . . deren erste, zweite, dritte ... Ab- 
leitung nach p bedeuten. 

Man kann Stromungen mit Formen solcher Art als einfache 
Stromungen in Rotationshohlraumen oder als achsensymmetrische 
Meridionalstromungen bezeichnen. 

Siehe hieriiber auch Pr&§il „Uber FliiBsigkeitsbewegungen in 
Rotationshohlraumen^^ Schweiz. Bauztg. Bd. XU. 



Fiir die graphische Netzkonstruktion in einer ;^-Ebene erhalt man 

tgr = — ^- = — , 

As^ r 

das Verfahren bleibt dasselbe, wie in den friiheren Fallen; es ist 
zweckmaBig, die Lange des dem Anfangspunkt der Linie zukommen- 
den Radius als Bezugseinheit fiir die Langen zu wahlen. 
Ein entsprechendes Beispiel ist in Fig. 23 durchgefiihrt. 

Man erhalt femer 

Ae 

As^ = -—=; Asy,=^rAe; Af==As^'Ae; Ax = As^At 

oder mit Ae^= — 

% 
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Au8 den simultanen Differentialgleichungen fiir q) und xp erkennt 
man, daB in diesem Fall fji = r ist und daB man fur die Beetim- 
mung der Kriimmungen wieder 

if=Vil, dsa = ds^^ dsfi = M^ 



I 

4^ 




S3 

i 



6* 
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zu setzen hat, so daD man erhalt 



dr 
m = r: 



dstp 



V7 "^^^ 
n=VA: -^ — 

dVA 



9 



= VA: 



dSy, 



Der Wert von n ergibt sich aus dem Langenwert der Tangente an 
die Bahnlinie vom Berechnungspunkt bis zur Achse. 

Es werden 

111 11 

Qq, g.' Qw w n ' 

Soil das Netz die Achse als 9?-Linie enthalten, so geht man am 
besten von derselben aus; es versagt aber vorlaufig das allgemeine 
Verfahren, da an der Achse r = 0, also tgT = oo wird; iiberhaupt 
tritt an der Achse insofem eine Abweichung auf, als die der Achse 
zunachst liegende ;^-Flache eine Rohre mit vollen Kreisquerschnitten, 
zwei andere ^^-Flachen Bohien mit kreisringformigen Querschnitten 
bilden. 

Aus Gleichung XIII ergibt sich mit v = 1 als Ma6 des Flachen- 
inhaltes eines Ringquerschnitt-Elementes 

Va 

hierin ist derjenige Wert von Va einzusetzen; der dem durch die 
Diagonalen des Elementes bestimmten Punkte zukommt, und da in 
einer BingjSache samtliche Diagonalenschnittpunkte auf einem Parallel- 

kreis liegen, so hat Va fiir alle diese Punkte denselben Wert; 
lAf ist ein Mafi des Flacheninhaltes der ganzen Bingflache und mit 

Je= —r- wird somit 
t 

(i'Af) Vi == ^ = konst., 

d. h. das Produkt aus Ringflacheninhalt in den zugehorigen Wert 

von "Va hat fiir alle zwischen bencushbarten Flachen auf den 9?-Flachen 
liegenden Bingflachen denselben Wert; bestimmt man nun die der 
Achse zunachst liegende v^-Flache derart, daD fiir die von derselben 
auf den 9?-Flaehen abgegrenzten Kreisflachen ebenfalls die zuletzt ge- 
f undene Beziehung gilt, so lassen sich die Punkte der Meridianlinie dieser 
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Y^-Mache bestimmen, wenn die Verteilung von ^A langs der Achse 
bekannt ist , da wegen q^ = Va : -^ — = oo -j — = wird, 

Cv Sm (* Syf 

also der Wert von Va langs einer v'-Linie in der Nahe der Achse 
sehr wenig veranderlich ist. 

Die an den durch die Punkte der Aohse gezogenen Y^-Linienele- 
menten abzutragenden ^^^-Langen sind zu rechnen aus der Formel 

VI y ^ ^~^ * • 

Man erhalt durch Auftragen der Langen Sy,^ die Meridianlinie der der 
Achse zunachst liegenden v^-Plache und kann hiemach unter Verwen- 
dung des allgemeinen Verfahrens das Netz vervollstandigt werden. 

(Natiirlich muB die Anzahl i der um die Achse gleichmaBig 
verteilten ;|r-Flachen so groB gewahlt werden, daB der Flacheninhalt 
der Kugelkalotte von der Bogenlange Sy,^ noch gleich s^^n gesetzt 
werden kann.) 

Die Netze der X' "^^ 9>Linien auf den y^-Flachen und die- 
jenigen der X' und ^-Linien auf den 97-Flachen bestehen aus Parallel- 
kreisen und Meridianlinien ; iiber deren konforme Darstellung in 
Ebenen siehe Pr&§il: Zur Geometrie der konformen Abbildungen 
von Schaufelrissen. Schweiz. Bauzeitg., Bd. LII, Nr. 7 und 8. Bin Aus- 
zug hiervon ist als Anhang dem Buche beigegeben. 

Noch allgemeinere Formen erhalt man, wenn man v gleich einer 
Funktion von r oder von p oder von r und p wahlt; es wird hier- 
bei das graphische Verfahren der Netzbestimmung zur Anwendung 
kommen. 

III. 

Eine Verallgemeinerung der friiheren Annahme erhalt man, wenn 
man das System der ;f-Flaohen dadurch bildet, daB man eine Flache 
von gegebener Form um eine Achse, z. B. um die X- Achse, dreht; 
im Zylinderkoordinatensystem, mit der X—|?- Achse als Umdrehungs- 
achse, steUt die Gleichung F[r,p(q — go)] = ^ ^^^ 9o als Parameter 
ganz allgemein solche Flachensysteme dar; die Auflosung nach q^ 
ergibt mit q^ = x ^^^ Formen der ;f-Funktion 

(Im fruheren Beispiel war f=0.) 

Die Tranfiformation der Hauptgleichungeu Ilia, IV, V a auf Zylinderkoordi- 
naten mit Hilfe der Gleiohungen B^ ergibt filr die Gleichungen III« 



dq) dtp . 1 dqf d\p j.d<p dtp ^ 

dp'Tp'^^'dq'dq^'dr'dr''' 

dp dp'^r^'dq dq '^ dr'dr 



in.. 
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fiir die Gleichtuigen JV 

dx '^ dp \dq'dr dr' dqJ 

dtp dip tanq ^ d<p 



d 07 sin 9 , 
= — -r i 4-^ cos 5 

dy da r ^ dr ^ 



Kdxp dx dtp dz\coBq . /gy ^__^ dx\ . 
dp ' dq dq' dp) r '^\dp' dr dr ' dp) 



sin g I' 



d<p dip cosg , a^ 

■5— = -h "5 h -^— sin g 

dz ^ dq r * dr * 



und hieraus 



Es werden femer 



Kdtp dx dtp dx\sinq /dtp djf^ 

dp' dq dq'dp) r \dp' dp 

dp r \dq dr dr dq) 

dq \dp'dr dr' dp) 

r r \dp dq dq dp) 



dtp djc 
dr' dp 



) 



cos q 



IV, 



d_ 
d 



TV' 



Die Gleichung V« erhalt die Form 



d*<p ^^ dl^T _[_ 1 d<p 

a?"*" if* ' T'ar 



1 fd<p dv ^^ 1 d<p dv ^^dip dv\ «. 

V \dp dp r^ dq ag ' dr dr) 



Es soil nun die spezielle Form 

in Betracht gezogen, d. h. die ;^-Flachen als Schraubenflachen 
mit konstanter Steigung h und gleichem Bogenabstand 
angenommen werden. 
Man erhalt: 

a^_27r dx ,, dx 

dp 



dq '' 



= 



h dq dr 

und hiermit und aus der zweiten der Gleichungen III^^ die Dif- 
ferentialgleichung 

27tdq) J, 1 d(p ^ 
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al8 Bestimmungsgleichung fiir die Funktion cp; es ergibt sich hieraus 

<p = B.0{S) + S mit ^={Y^P — r^^)y 
wobei jB und S beliebige Funktionen von r, und i> (f ) eine beliebige 
Funktion des Argumentes [■^p-^r^qj ist. 



Die einfachste Form ergibt sich bei B oder = mit q? = S; es werden 

^ = -? = ^^dS 

dp ' dq ' dr dr' 

d. h. die 9?-Flachen sind konzentrische Zylinderflachen um die J7(x)-Ach8e; aus 

der ersten der Gleichungen ni«, folgt hiermit- - = 0, d. h. die Funktions- 

formen von tp sind von r unabhangig. 

Die beiden ersten der Gleichungen IV'^ werden identisch erfiillt; aas der 
letzten derselben folgt: 

dS 1 (dyf 2ndy)\ 

dr r \dp h dqJ 

Aus der Gleichung V^g folgt, daO in diesem Falle v nur eine Konstante 
Oder eine Funktion von r sein kann und hiermit aus der letzten Gleichung, daO 
yf eine lineare Funktion von p und q, also von der Form 

yf = q + kp 

sein muO ; d. h. die v'-Flachen sind ebenf alls Schraubenflachen mit konstanter 
Steigung; es werden hiemach die ^^-Linien, d. h. die Schnittlinien der yj- und 
;i^-Flachen, zur p(a;)-Ach8e senkrechte Gerade, die tp- und /-Linien sind 
Schraubenlinien auf den 99-Flachen. 

Nimmt man die ;i^-Flachen als Leitflachen einer Stromung an, so ware 
hiemach durch diese Form eine radiale Stromung zwischen den ;if-Flaohen 
bestimmt. Diese Stromungsform hat keine praktische Bedeutung. 

Eine weitere Form ergibt sich mit iS=0; B = +l, *==f, 
mithin durch • 
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^=2^-P~"'«*^ 



dp 2n' dq ' dr ^ 



und folgt hiermit und aus der zweiten der Gleichungen III^, die 
Differentialgleichung 

h dw dtp ^ dtp ^ 



2ji dp dq dr 

zur Bestimmung der Funktion tp. 
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Hieraos ergibt sich nach den bekannten Methoden der Inte- 
gration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 



V;=!P(f,^) mit f = (?i^.j, + g) 

f] = {q* — \gr), 



d. h. v' ist eine beliebige Funktion der Argumente f und t] oder 
da { genau die Form der Funktion x besitzt 

Bei derAnnahme: \p= W(x) wird v^ = koDstant, wenn x konatant ist; d. h. 
die v^Flachen dieser Funktionsform sind der Form nach identisch mit den 
;t-FlSohen, besitzen jedoch andere Zuteilong der Fimktionswerte. 

Eine weitere einfache Form der v'-Flachen ist bestimmt durch: 

d. i. die Gleichung von Zylinderfiachen mit Erzeugenden parallel zur 
p(x)-Ach8e, deren in der (rZ)-Ebene gelegenen Leitlinien obiger 
Gleichung in Polarkoordinaten mit yf als Parameter entsprechen. 
Die 97-Linien sind die Schnittlinien dieser Zylinderfiachen mit den 
;|r-Flachen. 

Das Gleichungssystem: 

(p = --p — r*q 
c n 

yj = q* — Igr 



stellt daher vorlaufig in lediglich geometrischer Hinsicht eine mog- 
liche Stromungsform zwischen Schraubenflachen als Leitflachen dar^ 
wobei q) die Querschnittsflachen sind. 



Diese Funktionen ergeben aus den Gleichungen IV« 
— = -{-—; — f« = — _v;— 2rg = ^._.v, hiermitv = + 



2n 



und 



weiter : 






d8^f 

dSx 



v\-'d%p 



A = v^-BC'Bm^ o) 
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■7 = y^lG 



A 8y, 
J 8tp 

Abx 

A 8qf 

Abx 

A 8tp 



^m 



2 
2« 



+ 









Af= 



^J«« 



hr* 



\'A 



Jt = 



A 



hr* 



Ae^ 



Ae^ 



Fiir die orthogonalprojektivische Darstellung z. B. der in 
einer ;|r-Flache gelegenen tp- und 9?-Linien erhalt man durch Elimi- 
nation von p aus den Gleichungen fiir (p und x ^^^* 



'P = {j^(x-9)-r^9- 



Die Gleichung der Projektionen der v^-Linien auf die Koordinaten- 
ebene r, q (Ebene senkrecht zur p-Achse); die Gleichung y) = q^ — Ig r 




Fig. 24. 

gibt an aich die Projektion der 97-Linien auf dieselbe Ebene; sind 
diese Projektionen gezeichnet, so bietet die Darstellung im Auf- und 
Seitenrifi keine weiteren Schwierigkeiten. Eine axonometrische Dar- 
stellung eines solehen q? v^-Liniennetzes auf einer Schraubenflache 
gibt Fig. 24. 



90 



Stationare Stromungen in festatehenden Raumen. 



Die konforme Darstellung des in einer ;^-FlaGhe gelegenen 9?, 
V'-Netzes ergibt sich, in Anlehnung an die Entwicklungsweise fiir 
die konforme Abbildung von Rotationfiflachen wie folgt. 




Fig. 25. 

Die Lange d s eines beliebigen Linienelementes auf der ;^-Flache, 
Fig. 25, ist bestimmt durch die Gleichung 

und aus der Gleichung der Flache folgt 



dx = dq-{--^dp = 0, oder dp = — 7r~^^» 

h 2 71 



hiermit 



ds^ = 



[(A)'+ 



dq^ — dr". 



Die Lange dS eines Linienelementes in der Ebene ist in Polar- 
koordinaten 22, Q bestimmt durch die Gleichung 

d5« = B«dQ' + dJ2^ 

Fiir zwei zugeordnete Punkte muB entsprechend der Konfor- 
mitatsbedingung das Verhaltnis 
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da' 



m^"] 



dq^-\'dr' 



derart beschaffen sein, daB es nur abhangig von den Koordinaten 
der zugeordneten Punkte ist. 

Das wird u. a. erreicht, wenn man Q = q wahlt und zwischen 
r und B die Beziehung besteht 

dr dB 



Vi 



2-J + ' 



denn dann wird tatsachlich 

3 



&+ 






dS^ R^ 

Man erhalt somit durch Integration obiger Gleichung und Zuordnung 
der Radien r^ und Bq 



B 
B, 



]/(A)V+- 



Rechnet man aus der letzten Gleichung r als Funktion von B 
und setzt den erhaltenen Ausdruck in die Gleichungen 

V = 2^ — Igr 



^={^'^-^)-^"^ 



ein, so erhalt man die Polargleichungen der q?- und Y'-Linien 
der ebenen konformen Abbildung des in der ;|^-Flaehe lie- 
genden q>' und v;-Netzes. 

Die erhaltenen Gleichungen vereinfachen sich formell, wenn man 
die Lange von r^ als Bezugseinhelt fiir die Langen, also rQ = l, 



f emer B^ = r^ = 1 wahlt und ^^^ = tg e setzt, dann f olgt 



B = 



271 

Vsin* c -j- *^ ^^^ e-^-r cos e 



1 4- cos « 
und hieraus fiir r = 0; 

sine 



B = 9l=- 



l-j-cose' 
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d. h. den Punkten auf der p (x)-Achse der ;|r-Flache sind in 
der konformen Abbildung die Punkte des Parallelkreises mit 
dem Radius fR zugeordnet. Dieser Kreis sei mit Achsenkreifi be- 
zeichnet (siehe konf. Abbildung). Man erhalt ferner 

1 4- cos C _ 1 — COS 6 1 

r=s iv — 

2 cos £ 2 cos e B 

und hiermit 

2 /I + cose 1 — cose 1\ 

^~^ ^\ 2cos€ 2 cose ' BJ 

X. o /I — cose ^ 1 — cose 1 \' 

aLs die gesuchten Polargleichungen der Linien des ebenen konformen 
(p- und Y^-Netzes, in welchem tp und q? die Parameter der qh und 
V^-Linien sind und fiir x ^^ Konstante derjenigen ;|r-Flache zu nehmen 
ist, deren Abbildung bestimmt werden soil. Fig. 26 stellt die ebene 
konforme Abbildung des Netzes der Fig. 24 dar I yf, (p, X ^^^ Zahlen- 
werte in arithmetischer Reihenfolge, z. B. 

(p=^y; = X = Oy 0,26, 0,6, 0,76 

Oder mit Biicksicht auf eine im EJreise ganzzahlig aufgehende 
Teilung des Raumes durch xp und ;|r-Flachen als Bruchteile von 2jv 
entsprechend der Formel 

X 

wo i und n als ganze Zablen zu wablen sind; q kann als Bogen- 
koordinate ebenso berechnet werden; setzt man also z. B. 

so gilt die Gleichung xp fiir die dritte Linie ab der durch ^^ = be- 
stimmten Anfangslage der v^-Flachen, diejenige fiir tp fiir die zweite 
V^-Linie ab der entsprechenden Anfangslage der 97-Flache (9? = 0). 

Die ebene Darstellung des X' ^^^ 9?-Netze8 auf einer v'-Flache er- 
gibt sich am einfachsten durch die Abwicklung derselben in eine 
Ebene, was bei gezeichneter Schnittlinie der y-Flache mit der rg- 
Koordinatenebene leicht moglich ist, da die von einem Punkt aus 
gemessenen Langen dieser Linien als Abszissen fiir die Netzdarstellung 
zu nehmen sind, die Gleichung dieser Schnittlinien ist ^' = 3* — lg»^ 
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CO 



•I e» 5* * • J 

• r i i ^ ^ 
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deren Oestalt fiir y = gilt, Fig. 27. Aus den Koordinaten r und 
q der einzelnen Punkte derselben sind mit Hilfe der Gleichungen 
fiir <p und x ^® Werte der p-Koordinaten fiir die verschiedenen, in 
der betreffenden ip-Flikihe liegenden X' resp. 97-Kurven zu rechnen und 

iiber die entsprechenden Abszissen Werfce auf- 
zutragen, wodurch das ebene ;|^99-Netz ent- 
steht, Fig 28. 

Fiir die analytische Bestimmung der Koordi- 
naten der ebenen konformen Abbildung des Z' ^^^ 
V'-Netzes in einer 99-Flache ware das allgemeine 
^ \_» Verfahren zu beniitzen; die Integration der hierbei 

in Rechnung kommenden Differentialgleiohung ist 
mit Schwierigkeit verbunden ; es laBt sich jedoch ein 
kombiniertes Verfahren anwenden, das geeignet er- 




1 



Ghkhung Ymq-^-lgr 



Fig. 27. 



scheint, auch allgemein yerwendbar zu sein; das- 
selbe beruht auf folgenden Uberlegungen : 

1. Ist ein orthogonales ebenes Netz einem in 
einer beliebigen Flache gelegenen orthogonalen Netz 
konform, so sind in zugeordneten Punkten die 
Tangentenwinkel gleich grofi; es ist hierbei nicht 
notwendig, daB die Netze konforme Grundnetze sind, also der Tangenten- 
winkel konstant = 45^ ist. 

2. Gelingt es, den Tangentenwinkel als Funktion der Fanktionswerte, der 
Netzlinien und die Funktionswerte durch die Koordinaten der abzubildenden 
Flache darzustellen, so kann man mit den beschriebenen Methoden zuerst das 
ebene Netz konstruieren und dann die Koordinaten des Flachennetzes berechnen. 

3. In beide Netze konnen dann konforme Figuren eingezeichnet werden. 
Fiir den vorliegenden Fall ergibt sich folgendes Verfahren: 

Wenn die Gleichung der (^-Flachen gegeben ist, so erhalt man die Be- 
stimmungsgroBen fiir orthogonale Netze in denselben, wenn man das gegebene 
System als erstes Leitflachensystem (X-Flachensystem) betrachtet und hierzu 
wie friiher das Querschnittsflachensystem (^Flachensystem) und das zweite 
Leitflachensystem (^-Flachensystem) suoht; dem wird z. B. im gegebenen 
Fall entsproohen, wenn man setzt 



a:= 



2n 






?F=r 
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denn die Werte: 

e* 2;. 3f ft 3X ft 



erfiUIen die Gldchnngen ni„ und hiermit die gefltellten Ortbagoiwlit&tobedin- 
googen; am dsD Oleiohungen IV,' folgt mit diMen Weiten 

Fmier erliiilt idmi 



j.,_.|/-5jy; <f« = .|/|jx 
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and speziell o -. // i \« 

als Fnnktion von r und g. 

AuB der Gleiohung fur X folgt: 

68 wird ^=X-^g(]-)-r') und ergeben sioh folgende Gleiohungen fiir r, q 

und Bomit innerhalb der X-Flache mit dem Funktionswert 

X=X^: 



t«' = f^ 1/ (ii^) + iP + r-^C*-- y.) 



als Funktion von S^ und ^ und dem Flachenfunktionswert Xo- Hiermit sind 
alle Formeln fur die graphische Bestimmung f estgestellt ; dieselbe kann nun in 
folgender Weise erfolgen: 

Man nimmt in der Ebene irgend eine beliebige gerade oder stetig ge- 
krummte Linie an, die man einer der ^Linien des raumlichen Netzes zuordnet, 
indem man derselben einen bestimmten Wert W=W^ zuteilt; diese Linie 
unterteilt man durch Punkte, denen man die Werte einer arithmetiachen 
Reihe also: 

zuteilt, in dem Sinne, daO dieselben die Schnittpunkte der S^-Kurven mit der 

angenommenen ^Linie sind ; die Punktverteilung mufi eine stetige, kann aber 

aonst beliebig sein; es entspricht nun jedem dieser Punkte ein 9^-Wert, und 

ein ^Wert, aus denen mit Hilfe der letzten Gleichung fur tg r die Diagonalen- 

Neigung gerechnet und nach dem in den friiheren Beispielen angegebenen Ver* 

fahren die ersten Diagonalenelemente gezeichnet werden konnen, deren Schnitt- 

AW AW 
punkte zwei Linien ergeben, denen die Funktionswerte W^ -| — ^ und W^ 5— 

zukommen, wobei zu beachten ist, dafi AW=A^ ist. Femer kommen den 
duroh die Diagonalenschnitte bestimmten Punkten dieser beiden Linien die 
Funktionswerte zu: .^ . . 

*.+ 8^«-, *, + 5^, 

womit wieder die fur dieselben geltenden Werte yon tgr gerechnet und das 
Verfahren fortgesetzt werden kann; man erhalt so das ebene Koordinatennets, 
dessen Koordinatenlinien die Funktionswerte ^ und W besitzen. 

Mit Hilfe der fiir r und q gefundenen Gleiohungen ergeben sioh die 
Koordinaten der Netzlinien in der Flache X^ ; kennt man von einer Figur in 
dieser Flache die Koordinatenwerte r und q, so kann man umgekehrt mit den- 
selben Gleiohungen die Koordinatenwerte und W der Figur im ebenen Netz 
berechnen und hiermit die konforme Abbildung der Figur im ebenen Netz 
zeichnen. 

Wendet man dies fiir das Netz der dem Gleichungssystem a entspreohen- 
den tpy ;i^-Netzlinien in der Flache <p^=:Xq an, so ist die Aufgabe der Netz- 
bestimmung fiir dieses System yollkommen gelost. 
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B. Kinematik stationarer Stromimgen. 

Aus der Gleichung XIII folgt, daB bei der verwendeten Raum- 
teilung durch das Netz der 9?, tp, ;f-Flachen bei Aq) = Ayf = Jy=A€ 
= Kon8tant das Produkt 

V 

fiir aUe Querflachen-Elemente denselben Wert hat; multipliziert man 
die Gleichung mit einer im Stromgebiet konstanten GroOe O und 
einer Funktion X, deren Argumente die Funktionen y) und ;^ sind, 
so daO also X langs einer 9?-Linie konstant bleibt, so folgt 

G-!-^'X'Af=GX'A€'' 

V 

VI 

d. h. das Produkt aus O X in die Flache A f ist innerhalb eines 

V 

elementaren Kanals des Stromgebietes konstant. 

Erteilt man dem Wert G die Dimension einer Geschwindigkeit, 
wobei hinsichtlich der Lange dieselbe Bezugseinheit zu nehmen ist, 
mit der die Koordinaten gemessen werden, so kann man den Aus: 
druck 

a/A 

v = G-—X XVI 

V 

als die Bestimmungsgleichung fiir die Stromungsgeschwindig- 
keit im Stromgebiet (p, rp, x definieren; denn es wird dann 

vAf=GXAe^ = Aq XVII 

das MaB der durch einen elementaren Kanal flieBenden sekundlichen 
.Fliissigkeitsmenge; die 97-Linien sind die Bahnen der Stromung; 
die Komponenten von v ergeben sich fiir die kartesischen Koordi- 
naten: 

^ dtp X 

ij =G~ 

* dx V 



^ dq) X 

y dy V 

^ dw X 

' dz V 



XVIII 



PrAsil, TechnKHche Hydrodynamik. 
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fiir die Zylinderkoordinaten 



Vo — 


a- 


dtp 


X 


p 




dp 


V 


Va = 


G- 


dtp 


A 


V 




rdq 


V 


Vr — 


G- 


d<p 

dr 


X 

V 



XVIII, 



Die Kontinuitatsgleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten 

dv . dvy dv ( dvp . dvq , dv v^ \ 

dx ^ dy ^ dz \ ^ dp ^ rdq^ dr^ r J 

wird tatsachlich durch obige Geschwindigkeitswerte erfiillt; es er- 
geben sich namlich z. B. in kartesischen Koordinaten die Gleichungen : 

ov^ G d'<p . G dq> dv 

dx V ox*^ v^ dx dx 

I G d(p fdk dyj j^dk dx\ 

V dx\dy) dx~dx dxj 

dVy_G a*9? G dtp dv_ 

dy~v'dy^' ^^'dy'Jy' 

G dcp (U_ dxpj^dl_ dx\ 
'^ v' dy \d%p' dy "^ dx ' ^/ 

dv^ G d^q> . G dcp dv 

'd'z~'v"dz^' v^'Yz'Jz' 

G d(p f dX dip . dk dx 

V dz \drp dz dx dz 

und wird bei Addition derselben die rechte Seite unter Beriicksich- 
tigung der Gleichungen V^ und III^ gleich Null, somit auch 

ax ' ax ' dz 

Die Gleichung XVI ergibt mit v als Parameter die Darstellung der 

Flachen, zu denen sich diejenigen Punkte des Stromgebietes ver- 

einigen, die gleiche Geschwindigkeit besitzen, dieselben seien als 

Isotachenflaohen bezeichnet; deren Schnittlinien mit den cp-, tp- 

und ;^-Flachen ergeben hiermit die Isotachen in letzteren Flachen. 

Gl 
Sind k und v konstante Werte, so daB man den Wert — 

V 

als konstanten Faktor der Funktion q? ansehen, also (P = — q> 
setzen kann, so erhalten die Komponenten-Gleichungen die Form 
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a$ a$ a* 

V = ; V = : V = ; 

' dx' ^ dy ' dz ' 

es sind somit formell die Geschwindigkeitskomponenten solcher Stro- 
mungen in gleicher Weise als Abgeleitete der Funktion $ zu be- 
stimmen, wie dies hinsichtlich der Kraftkomponenten bei Bestand 
einer Kraftefunkbion zu erfolgen hat; man bezeichnet eine solche 
Funktion <& daher nach Helmholtz als das Geschwindigkeits- 
potential der Stromung und nennt derartige Stromungen Poten- 
tialstromungen. 

Die Kontinuitatsgleichung nimmt die Form an: 

^ + |4 + V^=0 XIX 

cx^ dy dz" 

in kartesischen Koordinaten, 

a** , a»<P , a*(P , ia<P ^ ^ty 

op roq* or^ r or 

in Zylinderkoordinaten. 

Es sind dies Stromungsformen, deren Querschnittsflachen durcli 
die Gleichung V*9? = zusammengefaOt sind. 

1st nur V konstant, so dafi man mit — = ^ 

V 

' dx ^ dy ' dz 



erhalt, so ergibt sich aus der Kontinuitatsgleicliung 

Wdx'^'^dy^'^ dz^ '^Kdx'dx'^ cy dz'^ dz' dz). 



= 0, 



wobei jedoch, da A eine Funktion der Argumente y) und x i^t, in- 
folge der Gleichungen III^ der zweite Klammerausdruck identisch 
gleicli Null wird, also wieder die Grundgleichung fiir die Querschnitts- 
flachen resultiert: 

W = o, 

d. h. solche Stromungen sind der Form nach identisch mit Potential- 
stromungen, aber nicht hinsichtlich der Geschwindigkeitsverteilung. 

Z. B.: Die Parallelstromung in einem zylindrischen Rohr mit 
geradliniger Achse ist bei gleich groOer Gesohwindigkeit in samt-r 
lichen Punkten des Stromungsgebietes eine Potentialstromung; 
die Parallelstromung mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung, 
wie solche unter dem EinfluO der Beibung in einem solchen Rohr 
eintreten kann, solange die mittlere Gesohwindigkeit unter einer 

7*. 
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bestimmten Grenze (dem kritischen Geschwindigkeitswert) bleibt, 
ist nur der Form nach eine Potentialstromung; dasselbe kann in 
einem solchen Rohr fiir die Hauptstromung bei turbulenter Bewegung 
der Fall sein. 

Besitzt hierbei die Funktion X nur eine der Funktionen ;^ und 
tp als Argument, so kann die Geschwindigkeitsverteilung als eine 
geschichtete betrachtet, die Stromung als eine Schichtstromung 
bezeichnet werden, wahrend man Stromungen, bei denen X eine 
Funktion beider Argumente yf und x ist, als Fadenstromungen 
bezeichnen kann. 

Die Darstellung der Schnittlinien der Isotachenflachen mit den 
9?-, tp' und ;f-Flachen gibt bereits ein Bild der Stromung. 

£in weiteres Bild erhalt man, wenn man sich zur Zeit < == /q 
im Stromungsgebiet eine Flache abgegrenzt denkt und dieselbe der- 
art sich fortbewegen laBt, daO jeder ihrer Punkte in jeder seiner 
Lagen gerade diejenige Geschwindigkeit besitzt, die ihm vermoge 
der Geschwindigkeitsverteilung im Gebiet zukommt; es ergeben sich 
als geometrische Orte der Punkte nach gleichen Zeiten wieder Flachen 
und werden dieselben durch einen Funktionsausdruck darstellbar sein, 
der die Koordinaten x, y\ z als Variable und die Zeit i als Para- 
meter enthalt. Die Bestimmung des Funktionsausdruckes dieses 
Flachensystems T wird vermittelt durch das System der drei simul- 
tanen DifFerentialgleichungen : 

dx = v^ii\ dy = v dt; dz = Vgdt 
Oder J4 ^^ 3. dy ., ^^ 

^^ ^y ^M 

worin dx, dy, dz die Koordinatenelemente der Bahnlinie sind. 

Wenn man fiir v^, Vy, v, die Ausdriicke aus Gleichung XVIII ein- 
setzt, die in denselben als Funktionsausdriicke in x, y^ z erscheinen, 
so ist im allgemeinen nicht sofort die Integration moglich. 

Da aber jeder Punkt des Gebietes entweder durch seine Koor- 
dinaten oder durch die drei Funktionswerte 9?, y, x derjenigen Netz- 
flachen bestimmt ist, die sich in ihm schneiden, so kann immer 
x = X{(p,xp.x)\ y = Y(q),yf,x)l z = Z (9?, tp, x) gesetzt, aus einer dieser 
Gleichungen (p berechnet und in die anderen eingesetzt werden, so 
daB dann irgend ein Funktionsausdruck in x, y, z in einen solchen 
in x, yf, X ^^^ ^^ V? V^> X ^^^^ i^ ^> V) X umgewandelt werden kann. 

Hierdurch kann man erreichen, daB 

v^ als eine Funktion von x, %p, x ^^^ ^ 

^y yi w r yj y, Wy X n ^ 

V. w n yy Ji ^y Wy X yj ^ 



\: 
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erscheint, bo daO bei der Integration der simultanen Gleichungen y)^ 
X und X als Konstante zu betrachten sind, da dieselben eben langs 
einer Bahnlinie konstante Werte besitzen. 

Mit der Zuordnung t = t^\ x = Xq; y = yQ; z = Zq erhalt man 
drei Funktionen zwischen x, x^, /, f^, tp, x^ ^ reap, y, y^, t, t^, yj, x^ ^* 
resp. y, Vq, t, t^, yj, X ^^^ ^ ^^^ denen Xq, y^, Zq als Funktionen 
von x resp. y resp. z und yj, x^ ^ bestimmt werden konnen. 

Ist nun T {Xq, y^, Zf^ = der Funktionsausdnick fiir die Flache 
des Systems zur Zeit t = tQ — dieselbe wird in der Folge als A us - 
gangs flache bezeichnet — so erhalt man die Gleichung des Flachen- 
systems, wenn man fiir x^, y^, Zq die oben erhaltenen Funktions- 
ausdriicke einsetzt und in denselben ^;, x^ ^ wieder durch deren 
Koordinatenfunktionen ersetzt. (Siehe nachfolgende Beispiele.) 

Durch geeignete Wahl der Ausgangsflachen und Abgrenzung be- 
stimmt geformter Baumteile durch solche Flache kann man, wie 
folgt, den Stromungsverlauf in verschiedener Weise veranschaulichen. 

1. Beispiel: Fig. 29. 

Die Formfunktionen seien (entsprechend dem Beispiel Seite 72) 

(p = x^ — y^ 

y)== 2xy 

X=z. 
Es werden hlerbei: 

v=l a, = 2x 02 = — 2y; 03 = 6; ^ = 4(a:« + y«) 

und bei der Annahme k = l: v^=20x; v = — 2Gy; v^ = 0. 
Man erhalt die Isotachengleichung: 



t; = 4GVa;^ + t/ = 4 6?r. 
Die Isotachenfiachen sind hiemach konzentrische Kreiszylinder um 

die Z^Achse mit den Halbmessem r== 



4G 

Das System simultaner DifFerentialgleichungen zur Bestimmung 
der Zeitfunktion wird 

2Gx' 2Gy' 

und konnen dieselben in diesem Falle direkt integriert werden ; man 
erhalt 

1 . a: ^ 1 y 

und hierauB 



'-'o=5;5»«r; '-*o — jTT^Jgr-; O-z-^o 



Xo = «-«««-«.); 1/0 = »«+*""-*•'; Zo = i- 
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Wird als Ausgangsflache eJne Kugel mit den Mittelpunkta- 
koordinaten f^, q^, j, und dem Radius r aagenommen, so daS die 
T-Funktion zur Zeit t=^ff^ die Form erhalt 

fe - !•)' + (». - «.)' + (»o - lo)' - >' = . 
BO ergibt eich als Gleichung des Flactiensystems, durch das die im 
Laufe der Zeit stattfindende Deformation der AusgangsSache dar- 
gestellt wird, mit: 



Dieeer Gleichung entspricht eine Folge von Ellipsoiden; die Mittel- 
punktskoordinaten derselben sind 

Fiihrt man die auf den jeweiligen Mittelpunkt als Koordinaten- 
urspning bezogenen Koordinaten |, ij, C mit Hilfe der Transfor- 
mationsgleich ungen 

ein, Eo erbalt man 
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als Mittelpunktsgleichung der EUipsoide; deren Hauptachsen sind 
parallel zu den Koordinatenachsen f , 97, C) und (da die Transformations- 
gleichungen einer Parallelverschiebung des urspriinglichen Koordinaten- 
systems entsprechen) auch parallel zu den Koordinatenachsen x, y, z. 
Die Langen der Halbachsen der EUipsoide sind 

Die a-Achse verlangert sich mit der Geschwindigkeit 

at 
die 6-Achse verkiirzt sich mit der Geschwindigkeit 

at 

die c-Achse bleibt in der Lange unverandert. 
Das Volumen des Ellipsoides ist 

also gleichj dem Kugelvolumen ; es findet also eine Volumanderung 
nicht statt. 



Die Scheitelkoordinaten der Achsen sind 



Xi 



5±a 



deren wirkliche Geschwindigkeitfikomponenten- 






Vxi=2G(x^±a) 
Vxti = 2G^ 



— ao«— <o) 



Vyi = — 2Qti 
= -'2G9o« 



Vtf =0 



Wtii=0 



t;*C=0 



Die Geschwindigkeitskomponenten des Mittelpunktes sind 
w*m=2Gf ry« = — 2(?9 

= 2Gjoe+^^''-'*) = — 2(?9o«' 

daher die relativen Geschwindigkeitskomponenten der Soheitel gegen den 
Mittelpunkt 



,—20 («—<«) w*« = 0, 



= 



= 



xm 



= 



Wyfl = 



wx: = 



Vyri — Vym 





Wai = 



Wtii=0 



WmC = 



lO-l 



Statioaare Strom UDgen in featstoheaden Baumen. 



die Scheitel in der f-Richtung be°itz«ii der GrdBe nach eine Relativgeecbwiodig- 
keit gleich jener der Verlangerungageschwindigkeit der f -Achae, jene der tj-Rlcb- 
tung eine solche der Verkurzungsgescbwindigkeit der i;-Achsej die Scbeitel in 
der C-Richtung bewegen aich relativ zum Mitt«lpunkt nicbt, ebenso vie die Oe- 
Bchwindigkeit der I>an gen vera nderung dieaer Aciise gleich Nult iat; die Zeichen 
+ bei tOz{ und + bei iCy,; geben die Richtung der Relativgeschwindigkeiten 
dieaer Punkte in Beziehutig auf das KoordintLtensyBtem f i;f an: 

Eur Zeit i =^ (o aind ti. = -|-20r; b* = — 2Gr; l), = 0, 
mit dieaen OmchwiDdigkeiten b^nnt biermit die Deformation in den 3cheitel- 
punkten. 



2. BeispieL Fig. 30. 
Die Formfunktionen eeieo enteprechend deni Beispiel Seite 78 



Es 


werden 


hierbei 




X 


=*' 


,— 


e*"; 


a, = 


kl 


e+"; 


«. 


_« 


und 


mit der A 


ina 


hme i = 


= 1 










». 


= Oky 




1, 



0,-0; A — ^ky'- 
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Man erhalt die Isotachengleichung 



die leotachenflachen sind Ebenen parallel zur XOF-Koordinaten- 
ebene, ihr Abstand ist 



'=±-^V^->- 



Das System simultaner Differentialgleichungen zur Bestimmung der 
T-Punktion wird 

Oky at 

Aus der zweiten Formfunktion ergibt sich 



-VI 



und erhalt man fiir die Integration der ersten Differentialgleichung 

dx 



dt = 



GAj/|(v + x) 



worin tp als Konstantc erscheint; mit der Zuordnung f = <^, a; = x^ wird 



^ G 



Vl^+ ^) - Vl (V' + a^o) 



die beiden anderen Differentialgleichungen sind direkt integrierbar; 
man erhalt 

(t—to)=Q{y—yoh o=z — ^0- 

Setzt man fiir y wieder den Funktionsausdruck ein, so wird 



0{t—fo) = y — \/y^-l(x-x^) 



2 
und mithin 



x — x^ = k^G(t — Qy---^~(t^t^) 



x^ = x-kG{t — Qy^~{t-Q 

y^=y—o{i-io) 



l« 
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Mit derselbenKugel als Ausgangsflache erhaltman als gesuchte 
Gleichung des Flachensy stems die Gleichung zweiten Grades: 

+ [v-G(<-g-v? + [.r-a„p-t«=o. 

Die Ausfiihrung der angezeigten Quadrate und Ordnung ergibt die all- 
gemeine Gleichung der Flachen zweiter Ordnung 

aiiac* + flaa y* + ^88 ^* + 2^12 ajy + 2^28 y-er -f- 2a,ai2r« + 2aia; + 2aiy 

+ 2a,2r + a = 0. 

mit folgenden Konstanten: 

«i2 = — ^^(* — ^o); a«8 = ^; ^81 = 

ai = ^(t-'o)*-?; «. = - [-f-it-f»)*-l'G(t-U)U+(^(.t-to)+r>o\ 

<h = io: «=[^(t-y*-So]*+[<?(<-*o) + y* + »»*- 

und hiermit aus den Gleichungen 

^iX + ai8^ + «i8a + ai = 
flfai f + a22») + «28 a + ^8 = 

flf8lf + a829 + flf88a + a8 = 

die Mittelpunktskoordinaten 

Das Bind aber die Gleichungen der Bahnlinie des Punktes ^q, tiQ, ^q, d. h. des 
Mittelpunktes der Kugel. 

Mit den Transformationsgleichungen: 

erhalt man in 

[S-kG(t—t^)r)]^ + rj^-\-C'-x'==0 
oder 

die Mittelpunktsgleichung der deformierten Flachen; dieselben sind 
hiemach wieder Ellipsoide, wobei jedocb wegen Bestandes des Gliedes 
— 2kG(t — ^o) ^^ ^^^ diejenige Hauptachse parallel verschoben wird, 
die der Z-Bichtung entspricht, wahrend die belden andem Haupt- 
achsen in ihrer Ebene, d. i. die im Abstand ^^ parallel zu XOY 
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liegenden Ebene um den Mittelpunkt verdreht sind; der VerdrehungE- 
winkel a ist aus der Gleichung zu bestimmen: 



a,i— a„ kG{t — t^y 
die Langen der Hauptaohsen ergeben sich aus den Gleichungen: 



mit fl" ; = i {[*« G« (< - g« + 2]} ± V[A« G^ {t - g5 + 2f - 4 , 
es wird 

und mithin das Vol u men des Ellipsoides 

d. h. wieder konstant gleich dem Volumen der Kugel, also die 
Deformation ist wieder nicht mit Volumanderung verbmiden. 

Nun konnte man, wie f ruber, die Relatiygeschwindigkeiten der Scheitel- 
punkte bestimmen, indem man die Koordinaten derselben suoht, in die Ge- 
Bohwindigkeitsformeln diese und die Mittelpunktskoordinaten einsetzt und die 
entspreobenden Komponenten subtrahiert; einfacher kommt man jedoob zum 
Ziel, wenn man beriicksicbtigt, daO im vorliegenden Fall die Komponenten der 
Gescbwindigkeit in der y-Ricbtung im ganzen Stromungsgebiet denselben 
Wert G besitzen, die Relativkomponenten in dieser Riohtung daber gleiob Null 
sind; es wird die Relativgescbwindigkeit fur irgendeinen Punkt mit der Or- 
dinate y den Wert 0(y — 9) besitzen und parallel zur x-Achse liegen. 

£s ist nun sofort ersicbtlicb, daO die Relativgescbwindigkeiten in den 
Scheitelpunkten niobt mebr, wie friiber, in die Ricbtung der Hauptacbsen fallen, 
da sie eben iiberall parallel zur a^Acbse, die letzteren jedocb unter den Win- 
keln a resp. %0~\-ol gegen die x-Acbse geneigt sind; man kann aber in jedem 
Sobeitol die zugeborige Relativgescbwindigkeit in zwei Komponenten zerlegen, 
yon denen die eine in die Ricbtung der Hauptacbse fallt, die andere dazu 
senkrecbt ist; letztere Komponente besitzt dann gegeniiber dem Mittelpunkt 
eine Winkelgescbwindigkeit. 

Ist y« die Ordinate des Endpunktes der a-Hauptaobse, so wird in dem- 
selben 

u> = kO(yt, — tji) = kGaamaif 

die Komponente in der Acbsenriobtung ist 

tOt,=^w cos a = (7 At a sin a cos a, 
die dazu senkrecbte Komponente Wta ist 

u;^^ == 10 sin oc = 6i^ & a sin' a, 
fiir die fr-Hauptaobse folgt 

iOt = to cos (90 -(- a) = — G ^ 6 sin a cos a 
Wtt = Okb cos* a 
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und die Winkelgeschwindigkeiten 

ft)a= — =6rftBm*a , , ^, 



Q>^= -^ =Gk COB* a 





2 * 



Zur Zeit i = ist tg2a = oo; a = 45^; a = 6 = r: cos a = sin a = -^. 

mithin 

Gifcr G^ilft 

Gk Gk 

f>m= 2 * <»* = -2~' a>e = 0, 

d. h. bei Beginn der Deformation findet in der Ebene ^ an den unter 45 und 

225^ gegen die JJT-Aohse geneigten Radien eine Verlangerung deraelben' mit der 

Gkx 
Geschwindigkeit -| ^j— an den unter 135^ und 215® geneigten Radien eine 

Gkx 
Verkurzung mit der Geschwindigkeit ^— statt; gleichzeitig besitzen die 

Scheitelpunkte eine Winkelgeschwindigkeit in bezug auf den Kugelmittelpunkt 

Gk 
im Betrage yon , im Sinne einer Verkleinerung des Winkels a; derselbe ist 

unabhangig von den Langen der Achsen und ist daraus zu schlieOen, daO die- 
selbe Winkelgeschwindigkeit alien Punkten in den beiden Ebenen zukommt, 
die duroh die zur Z-Achse parallele Hauptachse gehen und gegen die ZOY- 
Ebene unter 45 resp. 185® geneigt sind; es unterliegt aber keinem Anstand, 
dieselbe Winkelgeschwindigkeit auch alien anderen Punkten der Kugelflache 
zuzusprechen, die daraus fiir die einzelnen Punkte entstehenden Tangential- 
geschwindigkeit als die eine Komponente der dem Punkte entsprechenden 
Relativgeschwindigkeit zu betrachten, die andere Komponente steht nun nicht 
mehr zur Tangentialkomponente senkrecht; bei dieser Zerlegung kann man 
der Kugel zur Zeit to das Bestreben einer Drehung um die C-Aohse mit der 
Winkelgeschwindigkeit ea und das Bestreben einer Deformation zu einem 
Ellipsoid zusprechen, wobei die Deformationsgeschwindigkeit der einzelnen 
Punkte der Kugelflaohe von deren Lage abhangig ist; es sei vorgreiflich noch 
bemerkt, daB die Grofie der Winkelgeschwindigkeit q> gleioh dem Betrag ist, 
der sich ergibt aus 

1 (dVj, dVr\_ Gk 

2 \dx ay/"" 2 ' 

das MinuBzeichen entsprioht der angestrebten Verkleinerung von oc. 

In den bisherigen Beispielen ist der Wert von t k einer Be- 
schrankung unterworfen; die Kugel deformiert sich bei jedem Wert 
von r in Ellipsoide, es ist dies eine Eigenschaft solcher Stromungs- 
formen, bei denen Xq, y^, z^ lineare Funktionen nach or, y, z sind. 

Letzteres ist jedoch allgemein nicht der Fall und nimmt daher 
auch im allgemeinen die Kugel mit endllchem Radius kompliziertere 
Formen beim Fortschreiten an. 
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3. Beispiel 

Bei einer Stromung in der Form dee ereten Beispiels trete 
eine durch die Funktion X beetimmte GeschwiDdigkeitaverteilung 
(Schicht- Oder Fadenstromung) ein, es werden 

v^=2GxX; v^ = — 2QyX; f, = 0. 

X ist nach fruherem eine Funktion von x '^^^^ ''"'> V **der von 
beiden zugleich und hat in jedem Falle langs einer Bahnlinie kon- 
stanten Wert. 

Die Isotachengleichung erhalt die Form 

« = 2 G i V^^"+V . 
Die simultanen DiSerentialgleichungen 

ergeben 

und mit derselben Kugel ale Ausgangaflache die Gleichung des 
Flacliensy&tems 

(».-"""-•'-?.)' + (» «+"'"-W-l).)=+(«-io)'-t'-0. 
worin nun fiir X der Funktionswert einzuaetzen iet. 

Nimmt man z. B. X ala eine Funktion von x=^^ ^^^i "^ etwa 
i = (2 — 2i)(^ — ^a)> wobei 2, und z, konetante Werte besitzen, 80 
ergibt aich ale Gleichung dea Flacheney stems 

[>„-"><.-.l(— .l»-..l_jJ + [,,+.<.|.-.,U.-,H.-W_|^,]. 

die im allgemeinen nicht mehr eine Folge von 
ElUpsoiden darstellt. 

Von den allgemeinen Eigenschaften quan- 
titativer Natur bleibt nur diejenige der Un- 
veranderlichkeit dee Volumens bestehen; dieee 
Eigenschait iat iiberhaupt nicht an eine be- 
stimmte Ausgangaform gebunden, sondem gilt 
ganz allgemein, wie sich au8 folgendem ergibt: 

Eb sei als Ausgangaform ein von je zwei 
benachbarten yi- und ;i;-Flachen und zwei Quer- 
Bchnittflachen lp^ und <p^ begrenzter Kanal ^B' 
angenommen, Fig. 31. Nach Gleichung X beeitzen die auf tp^ resp. <p^ 
abgegrenaten Fl&ohen die Inhalte: 
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df^==~-l-^dy^dx^ 
Die Flachenelemente bewegen sich mit den Geschwindigkeiten 

17^ = 6? *- resp. v^ = Q* — - 

welter, so daB von denselben im Zeitelement di die Volumina 



d T- = — ^_ dwd yG — ^-A • (Z ^; d t, = - *- d v * <^ ^ • ^ 



Xdt 



durchlaufen werden; jl bleibt hierbei konstant; es ist also ({ r^ = (2 r,, 
derlnhalt des elementaren Kanals bleibt konstant; da nun 
der Inhalt jeder geschlossenen Flache als Summe der In- 
halte solcher Teilkanale betrachtet werden kann, so ist die 
obige Behauptung erwiesen. 

Die laufenden Koordinaten des Kugelmittelpunktes werden be! 
dessen Fortbewegung 

rai<^ ^ = (5o — ^i) (So — ^2)- 

Nimmt man nun den Wert von r verschwindend klein an, dann konnen 
auch die relativen Koordinaten 

f = (a; — j); V = {y — ti); ^={z — ^) 

als verschwindend klein angesehen werden and bei deren EinfUhrung in die 
Ausdriicke fur Xq, y^ und Zq diese als llneare Funktionen von ^, rj und C dar- 
gestellt werden; man erhalt 

^ = (C + j«-n)(f + «o-'.) = f» + f[2«-(«i + *,)] + (io-«.)(«o-'.) 

und kann hierbei das Glied C' gegen die anderen Glieder vemachlasaigen, also 

^ = ^o + [2 5o-(^i-'2)]C 

gesetzt werden; entwickelt man den zweiten Potenzausdruck in eine Reihe 

and vemachlassigt auoh hierin die Glieder ab ^ als unendlich klein hoherer 
Ordnung, so erhalt man 
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and hiermit 

Ao = (| + j)e-«oA.(*-fo).{l±2 6?[2ro-(^i+^a)](*~*o)C| 

= I c-ao^oU-'o) -\-^^ — 2G[2Zo — {zi + z^] {t — y c-a«^o«-<o).^ f 

-2G[2z^-(z^ + z^){t^to)]ioC, 
das Glied mit H kann wieder gegen die linearen Glieder vemaohlassigt, also 
aPo = So + ^0 e-io^it-t.) — 2 G jo [2 ^o — (a^, + z^)] {t - ^o) f 

gesetzt werden. 

Ebenso erhalt man 

yo = ^o + ve-^^OX.{t^t,) + 2Qti^[2io-(^i + ^2)](t-U)'i 
and femer 

Die Ausdriicke fUr x^, y^ und Zq sind nun linear und es ergibt 
sich als Gleichung des FlachenBystems T mit: 

|f«-»OA.(«-W_^26jJ2i„-(z,-;^,)](t-gC}* 

+ {V e+'^^'C-'') + 2 G 90 [2 Jo - (^i + ^.)] (<- 0^}' 

die als Mittelpunktsgleichung von Ellipsoiden erscheint und mit 
t=tQ in die Kugelgleichung S^ -\-t}^ -\-^ — t^ = iibergeht; bei 
Entwicklung der angezeigten Quadrate erscheinen Glieder mit {^, 
^^ C*, fC? ^C> die dieselbe GroBenordnung besitzen; man erkennt, 
daO in diesem Fall wieder zwei Hauptacheen a und b im Laufe der 
Zeit verschiedene Lagen annehmen daO jedoch alle ihre Lange andem. 

Es soil noch bemerkt werden, daB f iir eine eolche versehwindend 
kleine Kugel, sofem ihr Mittelpunkt sich in der Ebene 

befindet, die Gleichung des Flachensystems iibergeht in 

Eine derart gelegene Kugel deformiert sich ohne Ver- 
drehung, d. h. in der Ebene ;^= ^ ' ^ und in unmittelbarer Nahe 
derselben ist di9 Deformation analog jener des ersten Beispieles. 

Die weitere Verfolgang dieses Beispiels wiirde ergeben, dafi bei Beginn 
der Deformation die Kagel das Bestreben einer Verdrehung mit einer be- 
stimmten Winkelgeschwindigkeit um eine bestimmte Acbse und gleichzeitig 
einer Deformation mit bestimmten Geschwindigkeiten der Langenanderung der 
Hauptaohsen besitzt. 
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Die hiermit an drei Beispielen erorterten Deformationserschei- 
nungen werden ganz allgemein fiir verschwindend kleine Lagen- und 
Formanderungen in der Theorie der linearen infinitesimalen De- 
formationen beschrieben und wird diesbeziiglich auf die bestehende 
Literatur verwiesen, namentlich auf Helm hoi tz, Vorlesungen Bd. II, 
^Dynamik kontinuierlich verbreiteter Massen^, 1. Teil, Seite 1 — 54; 
Weber, Heinrich, „Die partiellen DifiFerentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik", Bd I, 9. Abschnitt. 

Die fiir die Orientierung iiber die Bewegungsvorgange wichtigsten 
Resultate dieser Theorie sind folgende: 

1. Die infinitesimale lineare Deformation eines verschwindend 
kleinen Raumelementes kann im allgemeinen als Superposition 
mehrerer Deformationen aufgefaOt werden. 

2. In der Hydrodynamik wird insbesondere eine einheitliche De- 
formation als die Superposition einer Drehung und einer Dilatation 
(Dehnung) betrachtet. Die Drehung ist bestimmt durch die augen- 
blickliohe Lage der Drehachse des Elementes und der Winkelgeschwin- 
digkeit um dieselbe oder wegen der Moglichkeit der Superposition 
durch die Winkelgeschwindigkeiten um drei zueinander senkrechten 
Drehachsen. 

3. Werden letztere parallel zu den Koordinatenachsen angenom- 
men, so sind die Winkelgeschwindigkeiten #^, d , d, um dieselben 
analytisch bestimmt durch die Ausdriicke 

i>, = ~ ( -^ — — ^ j = Winkelgeschwindigkeit an der a;-Achse 



^^K^""' 



dxJ 



" 2 \dz dxJ " " " * " 



' 2\dx dy) 



» 5> )» ^~ J5 



4. Die Lage der resi^itierenden Drehachse des Elementes ist 
durch die Kosinuse der Richtimgswinkel bestimmt, d. h. 

cos n = — -^ Keiren die x- Achse 

^ 

cosa..= ■ — „ „ y- „ 

cosa^^ ' . .. „ „ 2- „ 

fiir die Quadratwurzeln ist hierbei das gleiche Vorzeichen zu nehmen. 
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6. Die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist 



2 



6. Wird die Quadrs^twurzel in den Ausdrucken fiir die Kosinuse 
absolut und die positiven Koordinatenachsen nach Fig. 32 ge- 
richtet angenommen, so entsprechen posi- 
tiven Kosinuswerten rechtsdrehende Win- 
kelgeschwindigkeiten # , d , # und d 
gegentiber den positiven Richtungen der 
Koordinatenachsen und der resultierenden 
Drehachse. 

7. Die resultierende Winkelgeschwindig- 
keit wird gleieh Null , d. h. die Deforma- 
tion erfolgt ohne Drehung, wenn &^ = 0; 
*^ = 0; *, = 0, also 




Fig. 32. 



dv. dv. 



dz 



dVr 



dv. 



dx dvt 



dy dz dz dz 

sind. Dies ist aber der Fall, wenn fiir die Geschwindigkeiten eine 
Potentialfunktion existiert, d. h. wenn 

a4> a* a<P 



dx 



V, 



sind. 



dy 



V. 



dz 



8. Hiermit ist die Grundlage fiir eine Klassifikatiou der Defor- 
mationen in solche ohne und solche mit Drehbewegung gegeben. 

Die erste Klasse bilden die Stromungsformen mit v=l und 
A = l, d. h. die voUkommenen Potentialstromungen. 

9. Die Dehnung erfolgt im aUgemeinen derart, daO die Ver- 
bindungslinie irgend eines Punktes des betrachteten Elementes mit 
dessen Mittelpunkt eine Langenanderung und eine Lageanderung er- 
fahrt; es gibt jedoch jederzeit 3 Paare von Punkten, deren Ver- 
bindungslinien mit dem Mittelpunkt keine Lageanderung, sondem 
im allgemeinen nur Langenanderung erfahren; die Verbindungslinien 
dieser Pimktpaare stehen aufeinander senkrecht und heiOen die 
Hauptachsen der Dehnung. — In den durchgefiihrten Beispielen mit 
Kugeln als Ausgangsflachen sind dies die Hauptachsen der Ellipsoide, 
resp. die denselben entsprechenden Grenzlagen in den Kugeln. 

10. Mit der Dehnung kann im allgemeinen eine Volumanderung 
verbunden sein; ist jedoch 



dv^ ■ dvy 
dx ' dy 



dz 



so findet keine Volumanderung statt. 
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Es ist zu untersuchen, inwieweit diese Resultate der allge- 
meinen Theorie mit den Ergebnissen der Beispiele iibereinstimmen. 

Da in alien drei Fallen die letzte Gleichung erfiillt ist, so be- 
steht darin t3l3ereinstimmung, daB auch fiir dieselben Volumbestandig- 
keit gefunden wurde. 

Die Kugelradien konnen auch in den beiden ersten Fallen ver- 
schwindend klein angenommen werden; im ersten Beispiel wurde ge- 
funden, daB die Deformation der Kugel ohne Drehung vor sich geht; 
nun ist hierbei 

dv dv dvu 

' dy dz ^ dx 



mithin 



cz ' dx oy 

X y z * 

die Deformation findet iibereinstimmend ohne Drehung, sondem nur 
unter Dehnung der Kugel in Ellipsoide statt. 

Im zweiten Beispiel ergab sich zur Zeit ^ = /q eine Deformation, 
die aus einer Drehung um eine Achse parallel zur Z-Achse mit der 

Winkelgeschwindigkeit — (? -- und einer Dehnung zu Ellipsoiden 

betrachtet werden konnte; in diesem Fall war 

' ^ dy cz 

y ' dx ' dz 



mithin 



dv dv 

' dx oy 



Dies entspricht einer Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit &^ um 
eine zur Z- Achse parallele Drehachse; es besteht hiermit Uberein- 
stimmung der Resultate der allgemeinen Theorie mit derjenigen des 
Beispiels fur den Deformationszustand der Kugel bei Beginn der 
Deformation ; im weiteren Verlauf findet die Deformation zwar unter 
weiterer Ausbildung von Ellipsoiden statt, hingegen sind die Winkel- 
geschwindigkeiten co^ und co^ beim Ellipsoid verschieden, so daB aus 
denselben eine Drehung des EUipsoides nicht abgeleitet werden kann^ 
wie dies bei der Kugel der Fall; es ist aber der GroBe nach 
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CO. 



CO 



m 



^ — ^- = — (sin* a + cos* a) 



Gk 



oder mit Beriicksichtigung der Verkleinening des Winkels bei tort- 

Gk 
schreitender Deformation co^ = wieder gleich der aus der all- 

gemeinen Theorie abgeleiteten Winkelgeschwindigkeit ^^. 

Es laOt sich nun auch zeigen, daB die Ausdriicke fiir ^ , ^ , 
i9, solche mittlere Winkelgeschwindigkeiten darstellen. 

Aus nebenstehender Fig. 33 ist ersicht- 
lich, daB 



dv 

V -A -'dv — V 

«~ dy ^ ' 



dv. 



■A— < 



dy dy 

der Grofie und dem Drehungssinn nach die 
relative Winkelgeschwindigkeit des Punktes 
p in bezug auf eine durch p parallel zur 
Z-Achse gehende Drehachse ist; 

H — = 4- 

^ dx ^ 




Fig. 38. 



dvy 
dx 






hat dieselbe Bedeutung fiir den Punkt p" und die gleiche Dreh- 
achse. 

' 2iV d^l'^K dyjj 2 \dx dy 

ist also das arithmetische Mittel beider Winkelgeschwindigkeiten; 
dasselbe gilt natiirlich beztiglich der anderen Achsen. 

Es besteht somit auch nach dieser Richtung Ubereinstimmung 
zwischen den Resultaten des Beispiels und der allgemeinen Theorie; 
aus dieser Betrachtung geht jedoch deutlich hervor, daB die 
durch die Theorie bestimmten Winkelgeschwindigkeiten 
i>^, ^y,^g im allgemeinen nicht einer wirklichen Drehung des 
Elementes entsprechen, sondern eben nur durch eine auf 
die Superpositionszulassigkeit gegriindete und mathema- 
tisch mogliche Umschreibung des Deformationsvorganges 
entstanden sind. 

Fiir das dritte Beispiel folgt mit 

v^=2Gx(z — z^)(z — z^) = 2Gx[z^ — z(z^ — «')+^i^«] 



dy ' dz 



= + 20x[2z — {z,-]-z^)] 



8* 
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Vy = — 20y{z — z^)(z — z,) 

'^ = 0, 1^ = 

cx cy 

und somit 

*. = + %[2^ — (^i+'^2)] 1 



^ = G[2z — (z,^ z^)'\^x' +V'' 



Eine Winkelgeschwindigkeit um eine Achse parallel zur Z-Achfle ist 
nicht vorhanden; die Neigung der resultierenden Drehachse gegen die 
Koordinatenachsen ist bestimmt durch die Gleichungen 

y X 

COS a = — ; :-- , cos n = ——.T^- — , cos a. = 0. 

Diese Drehachse liegt somit standig parallel zur ^TOr-Ebene. 

Diese Resultate der allgemeinen Theorie bezuglich der GroBe 
und Richtung von i?^, ^ , d^, d, cosa^, cosa^, cosa^ sind unab- 
hangig von der Form des Ausgangselementes und geben bei statio- 
narem Zustand die Werte dieser GroBen als Funktionen des Ortes an. 

Bestimmt man sich hiermit die Gleichimg derjenigen Linien, zu 
denen die den Punkten derselben entsprechenden Drehachsen Tan- 
genten sind, so erhalt man Linienscharen, deren einzelne Linien 
nach Helmholtz als Wirbellinien bezeichnet werden, eine aus 
solchen Wirbellinien gebildete Rohre heiUt Wirbelrohre.*) 

Die Wirbellinienscharen sind allgemein durch das System simul- 
taner Differentialgleichungen dargestellt| 

dx dy dz 



cosa^ cos a cosa^ 



- = ds 



^) Die BezeichnuQg stammt jedenfalls davon her, dafi wirkliche Wirbel, wie 
Bolche in Flussigkeiten vorkommen, immer eine Achse besitzen, urn die die den 
Wirbel bildenden Flussigkeitselemente kreisen; solche eigentliche Wirbel ge- 
horen allerdings zu denjenigen Stromungsformen , bei denen die Deformation 
eines Elementes unter Drehung erfolgt. Der Vergleich der beiden ersten Bei- 
spiele zeigt, dafi bei der Stromungsform des zweiten Beispiels, dessen Bewegung 
nach der Bezeichnung von Helmholtz eine wirbelhafte ist, ebensowenig ein 
wirklicher Wirbel zu bemerken ist, als bei der wirbellosen Stromungsform des 
ersten Beispiels. 
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Oder wenn man die Ausdriicke fiir die Kosinuse in den drei ersten 
Teilen einsetzt 

dx dy dz 

Es folgt daher fiir das zweite Beispiel mil 

— Gkdx = 0. -^Okdy = 

— Gkx = konst., — Gky = konst., 

d. h. die Wirbellinien sind Gerade parallel zur Z-Achse; jede Wirbel- 
Unie bleibt daher auch beim Fortschreiten der Punkte, die sich zur 
Zeit t^ auf derselben befunden haben, Wirbellinie. 
Fiir das dritte Beispiel folgt: 

i>,= Gy[2z — (^,+^,)] 

^y=Gx\2z — (z,-\-z^)\ 

dz = Q z = konst. 

- = — ; x^ — y^ = konst., 
dy X 

d. h. die Wirbellinien sind in diesem Falle die SchnittUnien der 
97-Flaclien mit den ;f-Ebenen. 

Untersucht man nun die Deformation einer solchen Schnittlinie, 
d. h. nimmt man als Gleichungen der, eine Wirbellinie zur Zeit 
t=tQ bestimmenden Flachen 

V — ^0* = 9^0 ' -2^0 = a:o = ^<>»8<^- 

und setzt hierin die dem Fortschreiten entsprechenden Werte fiir 
a?o und y^ ein, so erhalt man 

und ist zu erkennen, daO die einzelnen 9?-Flachen dieses Systems 
nicht mehr Querschnittsflachen bleiben, d. h. eine Linie, die zur Zeit 
< = <Q Wirbellinie war, verliert bei ihrem Fortschreiten diese Eigen- 
schaft. 

Helmholtz hat bewiesen, daB Wirbellinien immer dann als 
solche mit den Punkten fortwandem, wenn die Massenkrafte, die im 
Strom ungsgebiet wirksam sind, einer eindeutigen Kraftefunktion 
unterworfen sind. 

Da dies beim dritten Beispiel nicht (wohl aber beim zweiten 
Beispiel) der Fall ist, so ist zu schlieQen, daO bei der Stromungs- 
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form mit Geschwindigkeitsverteilung nach dem dritten Beispiel die 
Existenz von Kraften, die nicht einer Kraftefunktion unterworfen 
sind, anzunehmen ist; zu solchen Kraften gehoren die Bewegungs- 
widerstande der Beibung and der Turbulenz. 

£in anderes Blld von den Stromungsvorgangen erhalt man, wenn man 
die Deformation einer durch QuerschnittB-(97-)Flachen abgegrenzten Schicht be- 
trachtet. 

Es geniigt, fUr die hieraus anzuleitende SchluBfolgerung zwei typische Bei- 
spiele zu betrachten, namlich die Stromung durch kreiszylindrische gerade 
Rohre bei einer Geschwindigkeitsverteilung einmal entsprechend der reibung&- 
losen idealen Flussigkeit, d. i. der Potentialstromung, das anderemal bei 
Schichtstromung unter dem Einflufi von Reibung. 

Die Formfunktionen sind in Zylinderkoordinaten, mit der Bezeichnung 
z statt p 

fp^Z 



es wird hierbei 
und da 









ist, so hat die Stromung Potentialform. 
Femer werden: 

^_?_1. i?-0- ^-0- A = l- 
dz~^' dq~^* ar"-"' ^ ^* 

die Gesohwindigkeitskomponenten der Potentialstromung sind 

Vi==6r; Vr=0; Vq = Q; v==Qy 

es herrscht im ganzen Gebiet Stromung parallel zur p-Achse mit durchaus 
gleicher Geschwindigkeit. 

Die Punkte jeder 97-Flache bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit 
weiter; zwei sich gleichzeitig bewegende 97-Flachen behalten standig denselben 
Abstand; eine Deformation findet nicht statt. 

Wie schon auf Seite 100 bemerkt, kann die Stromung durch ein ge- 
rades Rohr bei Bestand innerer Reibung ebenfalls als Parallelstromung be- 
trachtet werden, bei der jedoch die Geschwindigkeit eine Funktion von r ist; 
wird mit r^ der lichte Radius des Rohres, d. i. der Radius der von Fliissig- 
keit benetzten Rohrwand bezeichnet, so ergibt sich fur 1; der Ausdruck 

Da \p = r^ ist, kann man r** — r* = y>a — ^p setzen ; es erscheint dann gemaB 
der Formel v, ==t?=G^ - X die Differenz w„ — ut als der Funktionsausdruck 

V 

fiir X\ siehe hieriiber Seite 114 u. f. 

Die simultanen Differentialgleichungen fiir die Flachendeformation redn- 
zieren sich auf die Gleichung 

, dz 
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es wird mit der Zuordnung 

z — Zq=^ G (v'« — y'){t — 'o) "^d hiemiit 

z^Zo=^G(rJ^-r^)(t-'to). 

die gesuchte Gleichung des Flachensystems, d. h. die Querschnittsflachen defor- 
mieren sioh zu Rotationsparaboloiden, deren Scheitel in der Rohrachse liegen, 
die jedoch immer durch denjenigen Kreis gehen, der dem Schnitt der Rohr- 
flaclie mit der (pQ-Ebene entspricht; denkt man sich eine benachbarte 9P-Flache 
gleichzeitig bewegt, bo andert sie sich in gleicher Weise; es bleibt die Dicke 
der Schicht gemessen.in der ^Richtung wohl konstant; aber normal zu den 
deformierten Flachen gemessen wird die Dicke im Laufe der Zeit um so klei- 
ner, je naher gegen die Rohrwand bin dieselbe gemessen wird. 

Durch diese Deformation lassen sich aber auch die von Reynolds er- 
haltenen Turbulenzerscheinungen und der Bestand einer kritischen Geschwindig- 
keit erklaren, namentlich unter Beriicksichtigung der gefundenen Tatsache, 
dafi die Erscheinung der Turbulenz bei ruhigem Zuflufi immer erst in relativ 
groBem Abstand von den Zuflufimiindungen tritt; es wird eben, wenn die De- 
formation weit genug vorgeschritten ist, der Zusammenhang der deformierten 
Schicht gestort und findet ein Austausch von Fliissigkeit statt, der die turbu- 
lente Bewegung erzeugt, die mit der Hauptstromung mitschreitet. 

£s ist weiter noch folgender Schlufi zu Ziehen: Stromungserscheinungen 
mit lokal grofiem Richtungswechsel sind mathematisch wohl auch darstellbar^ 
da aber jedenfalls bei solchen Stromungen die Deformationen relativ sehr 
groO werden, so ist es einerseits unzulacsig, die Theorie der infinitesimalen De- 
formation blofi auf lineare Anderungen zu beschranken, anderseits lafit die 
GroBe der Deformation auf erhohte Moglichkeit von Turbulenz, also darauf 
schlieBen, daB die GroOenordnung der turbulenten Stromung an diejenige der 
Hauptstromung herankommt und demgemaO der mathematischen Behandlung 
vorlaufig eine Grenze setzt ; fiir die Erkenntnis solcher Stromungserscheinungen 
steht zurzeit nur der Versuch zur Verfiigung. 



Die graphische Darstellung der Isotachenflachen und der defor- 
mierten Flachen bietet an sich keine Schwierigkeiten; es wird sich 
hierfiir die Einzeichnung der Schnittlinien in die v'- und ;^-Flachen 
am besten eignen, die dann, wenn diese Flachen krumme Flachen 
sind, mittels der konformen Abbildung in der Ebene erfolgen; 
man kann diese Schnittlinien bei gegebenem konformen Stromungs- 
netz auch konstruieren, hat dabei jedoch zu beriicksichtigen, daO 
die Geschwindigkeit, die im konformen Netz einem bestimmten 
Punkt zukommt, gleich ist der Geschwindigkeit des zugeordneten 
Punktes in der Flache selbst, dividiert durch die Ahnlichkeitszahl, 
die diesem Punktpaar entspricht. 

Die beziigliche Rechnungsmethode ist im Anhang erlautert. 



120 Stationare Stromungen in feststehenden Raumen. 



C. Dynamik stationarer Stromnngen. 

Es werden die auf Seite 20 angegebenen allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen I^, 11^, III^ beniitzt, aus denen jedoch wegen des sta- 
tionaren Zustandes die partiellen Ableitungen nach der Zeit ausfallen. 

K^^ K , Kg sind die Komponenten der Schwerkraft pro Massen- 
einheit, mithin der GroBe nach bestimmt durch die Projektionen von g 
auf die Xoordinatenachsen, es wird K^dx-\- K^dy -^kgdz = — gdh, 
wenn mit dh die geodatische Hohendifferenz der Endpunkte des 

Langenelementes ds = Vdx^ ~h ^y^ ~h ^^ bezeiehnet wird, (Die Kraf te- 
funktion der Schwerkraft ist — gh.) 

Beziiglich der Beschleunigungen W^, W . W^ sei vorlaufig nur 
angenommen, daO dieselben von den Bewegungswiderstanden her- 
riihren soUen; dieselben werden dementsprechend mit negativen Vor- 
zeichen eingesetzt werden; fiir die ideale, widerstandsfreie Bewegung 
sind W^ = W„==W, = zu setzen. 

p sei allgemein als ein Mittelwert der Pressung im Punkte x, 
y, z mit der Eigenschaft angenommen, daB derselbe eine stetige 
Funktion der Ortskoordinaten sei, so daB 

zu setzen ist; bei der widerstandsfreien Bewegung hat p gleichen 
Wert fiir alle durch den Punkt gezogenen Richtungen. 

Q = — wird wie auch bereits in der Kontinuitatsgleichung auf 
9 
Seite 98 konstant angenommen, d. h. es wird die Zusammendriick- 

barkeit der Fliissigkeit als verschwindend klein vernachlassigt. 

Es wird im allgemeinen turbulente Bewegung vorausgesetzt; die 
Geschwindigkeitskomponenten v^, v , v^ der Hauptbewegung und 
hiermit auch die Geschwdndigkeit 






werden ebenfalls als stetige Funktionen der Ortskoordinaten ange- 
nommen, entsprechend 

dv = -^ dx + -- dy + -~ dz usw. 
dx ^ dy ^^ dz 

Bei widerstandsfreier Bewegung und Stromungen ohne Turbulenz 
sind dies die den einzelnen Punkten direkt zukommenden Ge- 
schwindigkeiten. 
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Zur Abkiirzung sei femer in den Ausdriicken XVI und XVIII 

X 

— = /i gesetzt und der jeweilige Funktions-Ausdruck fiir jii aLs 

Wirbelfunktion bezeichnet. 

Man erhalt dann aus den Gleichungen XX durch Einsetzen 

xdZ'Cy dy-ozJ \ dz dy dy dz/ 

V, d/x 



ju dy 



sammengestellt 



''y . 


dfi 






f^ 


dz 






idei 


1 andem Gl 


eichi 


ung< 


dVy 

dz 


/^ ^y 




a/i 

'~dz 


dv, 

dx 


V^ dfl 

/i dz 




dju 

' dx 


dy 


_ Vy dfx 
ILL dx 




dfx 

'dz 



XXI 



dr, 

~dy~ 
dv^_ 
dz 

^Vy _ 

dx 

Unter Verwendung dieser Beziehungen konnen die Bewegungs- 
gleichungen umformt werden^); es ergibt sich das Gleichungssy stem : 



' ' ' y dx ' dx^ "Kdx fi dx^ fi dy) 

' \dx lA dz ft dx/ 
\ ox ^ dx * 0x1 \ fi dx * fi dx/ 



Es wird hierin 

dVg 



.(VxVy djA VjcV^ djA 

'^\"fi"dy "^ f* 'dzJ ' 



V, 



ox 



, „ Svy dv._ d (r.* ,Vy* ,v*\ _ d (ri*\ 



und man erhalt naoh Addition der Identitat 



V 



fA dx 
auf der rechten Seite zusammengefafit: 



dfi 



fi dx 



V ixr G dp d /v^\ f^ dfi . Vxf dfi . on . df*\ 
Y cx cx\2J u dx ti \ dx * ^ dv * dz/ 
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' y dx dx \2/ n dx '^ ^ dx 

dtp 



K —W — 

V V 



dp 



Sy 



XXII 



dy \2/ ft dy f* f 

' y dz dz \2J fi dz " f^ ^ 'f dz 

Multipliziert man die Gleichungen der Reihe nach mit <ix, dy, dz 
and addiert, so ergibt eich 

— gdh — {WJx-\-Wdy^W,dz)—^dp 

7 

^d{^)-'^-dfx-G*M!'^tpdip. 

Wenn man im vorletzten Glied v* durch G^/u^A eraetzt, erhalt man 
BchlieOlich nach entsprechender Ordnmig: 

tLap + d{^)-\^gdh + [{W^dx+W^dy+W,dz) 

— G^^(Adii + liV^!!pd<p)]=0 XXni 

die hydrodynamische Grundgleichung, aus der gegenseitige 
Eigenschaften der Funktionen gefunden werden konnen, die zur Er- 
fiillung der Gleichung und hiermit der dynamischen Bedingmigen 
notig eind. 

In dieser Gleichung beziehen sich die Differentiale auf die 
Anderung beim Ubergang langs eines beliebigen Linienelementes 
des Stromungsgebietes; es besteht hiermit die mathematische 



das letzte Glied dieser Gleichung kann durch £iiisetzen der Ausdriicke fiir die 
Geeohwindigkeitskomponenten und fiir fi weiter umformt werden; man erhalt 

dfi 



dxl \dx dx ' dy dy ^ dz dz/J 

pj d<p ri /d(p dX i_d<p dX ^^^ d<p dX\ X fdq> dv .dtp dv . dq> 

~ ^ ai L7 \dx"dx "^ av 'at7 "*" Jz"~d~zJ " v« ["^'^ + -^/^. -r 



305 dx ' dy dy dz 



■m- 



da X eine Funktlon von yj und ;r ist, so wird der erste Ausdruok unter der 
Klammer identisch gleich Null; femer ist nach Gleichung V 



somit 



^ ^ r \dx dx^ dy dy^ dz dz) ' 
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Grundbedingung, daB der Ausdruck unter der eckigen Klammer ein 
totales Differential sein muB. 

Wenn auf Grund einer Erkenntnis iiber das Weeen 
und die GroBenverteilung der Widerstande TT^, W ^ W^ als 
Funktionen der anderen in der Gleichung XXIII vorkommen- 
den GroOen bekannt sind, so mufi durch die Funktionen /x 
und (p die obige Bedingung erfiillt werden; wenn anderer- 
seits /i und (p gegeben sind, so miissen W^, W , W^ in erster 
Linie so bestimmt werden. daQ die mathematisohe Be- 
dingung erfiillt ist, dann aber ist zu untersuchen, ob diese 
so erhaltenen Werte dieser GroBen mit den bisherigen 
theoretischen und experimentellen Erfahrungen in £in- 
klang zu bringen sind. 

" Die im ersten Kapitel angegebenen Gleichungen iiber die Be- 
wegung viskoser Fliissigkeiten, femer die von Reynolds und Lorentz 
bei Untersuchung der turbulenten Bewegung erhaltenen Gleichungen 
haben sich durch Einfiihrung der Reibungshypothese von Newton 
in die Fundamentalgleichungen ergeben. 

Es wird im folgenden der z\^eite Weg eingeschlagen und ver- 
sucht werden, konkrete Falle zur Beurteilung der Verwendbarkeit 
der gewonnenen Resultate durch Vergleich mit denjenigen der oben- 
genannten klassischen Untersuchungen oder von Experimenten herbei- 
zuziehen. 



I. Die hydraulische Grundgleichung. 

Bezieht man die Differentiale auf ein Bahn-Element, so ver- 
schwindet der Ausdruck {Adfz-\- fjiS/^q>dq>), wie sich aus folgendem 
ergibt: 

Setzt man in 



^'"-^(If^'+s^'+lf^') 



die Werte von dx, dy, dz aus dem Schema VII ein, d. h. 



dx=^—^dq> usw., 
A 



so folgt: 



mit u = — werden ~ - = — • s ;r- und somit 

y ox V dx v'ox 
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nach friiherem ist jedoch der Ausdnick unter der ersten ninden 
Klammer identisch = und im zweiten Ausdruck wird nach 

Gleichung V -fai :r- + a2 ^ + aox-) = ^*9'» ^ ^^^ *Jso 

V \ ^ dx dy ^ dzj 

Adfi — iu\/*(pd(p = 

wird, was zu beweisen war. 

Nun ist auch am Bahnelement 

dx = d8^ COB (sX)y dy=dStpC08{8Y), dz = dSfpOO&{8Z), 

dies in das Trinom der Widerstandskomponenten eingesetzt und 

W^ cos (aX) + TTy cos {s Y) + TT, cos {s2!) = W^ 
gesetzt, gibt 

Up+d[j)-^gdh-{-W,ds^=^0 .... XXIII^ 

Diese Gleichung stellt die Beziehungen zwischen py v, h und W^ nur 
fiir den die Bahn unmittelbar umgebenden elementaren Kanal dar, 
wird aber in der praktischen Hydraulik auch fiir Kanale mit 
groBerem als elementarem Querschnitt verwendet und kann somit 
als die hydraulische Grundgleichung stationarer Stromungen be- 
zeichnet werden; sie ist die Energiegleichung fiir die Masseneinheit 
der pro Sekunde durchstromenden Flussigkeit. 

Integriert und durch g dividiert ergibt dieselbe mit der Zu- 
ordnung 8^ = Sq, h = hQ, p=Po. v^v^ 

die Grundform der Bernouillischen Bewegungsgleichung, 
auf der das ganze Gebiet der praktischen Hydraulik. so- 
weit dasselbe die Stromung in festliegenden Kanalen be- 
trifft, aufgebaut ist; der Wert des Integrales ist durch das Ex- 
periment fiir verschiedene Querschnittsformen festgelegt, indem hier- 
fiir die empirischen Formeln bestimmt wurden, die in der Einleitung 
angegeben sind. 

Sie wird nach wie vor entweder in ihrer Form als Differential- 
gleichung oder integriert iiberall dort mit Erfolg angewendet werden, 
wo es sich um die Bestimmung von mittleren Stromungszustanden 
und auf die Wirkung der stromenden Masse als Ganzes ankommt 
und daher die Form der Stromung von untergeordnetem EinfluB ist, 
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reap, die durch Storungen der Stromungsform venirsachten Be- 

wegungswiderstande durch entsprechende Anpassung des Wertes von 
W^ geniigend beriicksichtigt werden konnen. 



11. Widerstandsfreie Stromung. 

Dae Fehlen von Widerstanden ist durch Ausfall der GroBen JV^, 
W^, W^, aus der Gleichung XXIII, also mit ir^ = 0; W^ = 0; W^ = 
beriicksichtigt. 

a) Vollkomiiiene Potentialstramang. 

Eine voUkommene Potentialstromung tritt (siehe Seite 99) ein, 
wenn die Formfunktion q) der Gleichung entspricht: Spq) = und 
wenn Jl==l ist; die Gleichung XXIII nimmt die Form an 

-dp-^d''--{-gdh = XXIII^ 

enthalt hiermit nur totale Differentiale ; vollkommene Potentialstromung 
kann daher widerstandsfrei sein. Integriert und mit g dividiert ergibt 
die letzte Gleichung mit der Zuordnung h^, p^, Vq 

(f-';)+(i^-i^)+*-'-»- 

Dieselbe gilt nun aber nicht nur langs der Bahnlinie, sondem 
zwischen beliebigen Punkten des Stromungsgebietes und bedeutet, 
daB die Summe der Pressungsenergie, der kinetischen Energie und 
der potentiellen Energie der Masseneinheit der pro Sekunde durch- 
stromenden Fliissigkeit im ganzen Raum konstant ist. 

Die Gleichung XXIII ist also die Grundgleichung der statio- 
naren voUkommenen Potentialstromung. 

Die klassische Hydrodynamik hat in weitem Umfang die Er- 
scheinungen der Potentialstromung untersucht und Methoden fiir 
die Bestimmung von Stromungsformen und die damit verbundenen 
Erscheinungen angegeben, die naturgemaB auf den Gesetzen der 
Potentialtheorie basieren. 

Es wird an dieser Stelle auf die reiche Literatur in den Lehr- 
biichem der Hydrod3mamik verwiesen; bei der Behandlung von Spe- 
zialproblemen wird unter entsprechender Erortenmg hiervon Gebrauch 
gemacht werden. 

Nach Formel XII, Seite 61, besteht zwischen den Seitenlangen 
von Potentialstromungsnetzen mit v= 1 die Beziehung 
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die als Grundlage fiir die graphische Darstellung solcher Netze 
dienen kann; welter gibt Gleichung XIII, mit v = l in 

Va 

ein MaB der elementaren Querschnittsflachen; da welter durch jeden 
elementaren Kanal des Netzes dieselbe Flussigkeitsmenge durch- 
stromt, so ist aus derselben und dem Werte von A f die Stromungs- 
geschwindigkeit in alien Teilen des elementaren Kanals einfach zu 
bestimmen. 

Die geometrischen Orte der Punkte mit gleichen Geschwindig- 
keitswerten bilden die Isotachenflachen und entspreehend der 
Gleichung 

^(;"-+?;+^)-(.7+*)' 

worin p^^ t-^. li^ dem Punkte x^, y^, z^ zugeordnet sind, die geome- 
trischen Orte der Punkte gleicher Werfce von f- |-Aj die Flachen 

gleicher Pressung, mithin die Niveauflachen der Stromung. 

b) Widerstandsfreie Wirbelstromungen. 

Dieselben sind dadurch charakterisiert, daB fx eine Funktion 
der Ortskoordinaten ist; es sind zwei Falle zu unterscheiden: 

1. ^=1; iM = i; 2. A = l; ii = — . 

1. Fall: ^ = jl = eine Funktion von ^^ und x (oder von y resp. % 
allein). Die Gleichung XXIII erhalt die Form: 

^-dp'[-d---^gdh — QXAdX = 0, 
Fiihrt man ^wt , v^ ^* . « 

und hiermit a ^ , , , G^ A^ , ^ 

^dp-^gdh -—dA = 0, 

da nun dp, dh und dA gemaB ihrer Einfiihrungsweise bereits tot ale 
Differentiale sind, so kann I nur eine Konstante sein, d. h. bei wider- 
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standsfreier Bewegung kann eine stationare Potentialfitromung nur 
eine vollkommene PotentialBtromung sein. 

2. Fall: jl=l; ^^- die Stromungsformen entsprechen der 
allgemeinen Form der Oleichung V, d. i. 

^ ^ vXdx'dx'^ dy' dy'^ dz' dzJ 
die Gleichung XXIII erhalt die Form 



XXIII 



Der KlammerauBdruck muB ein totales Differential sein, d. h. 
von den durch die allgemeine Gleichung V bestimmten Stromungs- 
formen Bind bei widerstandsfreier und stationarer Bewegung nur solche 
Formen moglich, die auch der eben aufgestellten Bedingung geniigen. 

Untersucht man z. B. die Stromungsform des zweiten Beispiels, wo 



sind, so erhalt man 



2!/* — ^» ^ = '> i' = ek«, 



ex ^ dy dz 






dz* 



= 



(^^yS7*9>d<p=^ + 1fiy*dx + k*ydy 



und mithin 



^d{^)*-^{iy^*<pd<p^k*ydy-kdw = d(^-kx), 



d. h. in diesem Fall ist die zweitc Bedingung erfullt. 
Es gibt hiemach die Integration 



y ' 2p ' \2g g J 
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und mit tr* == G« 4 = ^* (** y* + 1)* in: 

7 ^ 9 ^9^ 

die Gleichung der Niveauflachen; da h eine lineare Funktion der Koordi- 
naten wird, so sind in diesem Fall die Niveauflachen Ebenen. 

Man kann auf diese Weise von Fall zu Fall untersuchen, ob die Strd- 
mungsform eine widerstandsfreie Bewegung zulaBt. 



Um hieriiber einen allgemeinen Anhaltspunkt zu erhalten, kann 
man von den Gleichiingen XXII ausgehen; man erkennt, daB die 
Summe 



w- 






X 



' \ ^ jx dy ^ dyj 

\ ' /x dz dzJ 

ein vollstandiges Differential sein muB, daB also, wenn man noch 



v^ ==G^ A/ui^^ f emer zur Abkiirzung a^ = 



d(p 
dx ' 



«9 



d(p 



«8 = 



Yz 



einsetzt und V^^? einfach mit A bezeichnet, die drei Gleichungen 
bestehen miissen: 



G.(^.|^>l + A.«A-«.)]=^[w,-6.(^.|£4 + ^.A-«x)j 






dz 



dz 



[^'-^"('^•fS^ + '^'^-^O' 



_d 
dx . 



W, 



^G^[n- 



dz 



A-{-fi*A'0^t) 



Durch Ausfiihrung der angezeigten partiellen Differentiale und 
Ordnung erhalt man das Gleichungssystem: 






dju 



• • • • 



XXIV 
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worin bedeutet 



f^ \dx^ dy ^J \dx dy J 



. XXIV. 



a 



^, JdA dA \ (dw, ^w^ 



let f* = Xt d. h. 1^ = 1, 80 wird A = 0, und sind Wx = Wy = W, = 0, so 
geht das Gleiohungssystem uber in 

dy \ dxl dx\ dyJ 



d 



X \ dzJ d£ \ dxJ 



dA 

d 

fliese Gleichungen koimen gleichzeitig im allgemeinen nur erfiillt werdeiii wenn 
X konstant ist. Dies bedeutet mit A = vollkoznznene Potentialstromimg; 
hiermit ist ein weiterer Beweis fur den auf Seite 127 ausgedriickten Satz erbraoht. 

Im allgemeinen Fall konnen die Gleichungen XXIV nur erfiillt 
werden, wenn or-f-ns-j"mi=0 ist; wie eich leicht durch Auf- 

losung derselben nach \H"-J-]i l^'S^)' \f^"^'] ®^ff^*I ^ ^"^ 






mithin summiert 



P r i • i 1 , Technische Hydrody namik. 



XXIV. 



9 
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Fiihrt man nun in XXIV,. die Werte aus XXIV^ ein und ordnet 
den erhaltenen Ausdruck als Summe von Produkten mit 0^, d^y a^ 
als Einzelfaktoren, bo erhalt man die Bedingungsgleichungen 



mit: 



a^M-^-a^N-^-a^O^R 



\ ^ dyj dz \ ^ dzJdy^ \dy dz ) 
\ ozJ dx \ 0x1 dx \ dz dx J 







_(o.^..|i).'A_(« ..a.v^A 

\ dxJ oy \ dyJ ox 



dW, 



dx 



dv J 



^XXV 



R 



dxKdz dz }~^ 



dy \ dz 



dx ) 



+ 



dAldWy dW\ 

dz Vdx dy J 



Bezieht man die Gleichungen XXV auf widerstandsfreie Be- 
wegungen, so sind W^=Wy=Wg = zu setzen; es wird JB = 
und in den andem Gliedem f allt G^ yu^ als gemeinschaftlicher Faktor 
aus; man erhalt 



(dA dj\_ 

""nai/* dz 



dA aA^ 

■ I • ■ ■ ■ 1 1 ■■■ 

dz dy 



)+«.(: 



dA dA dA dA 

M il • Hi.._^ «B^^^ — • -■ ■■ — — 

dz dx dx dz 



) 



(dA dA dA dA ^ YYV 

^\dxdy dy dx * 



d. h. die Querschnittsfunktionen 99 widerstandsfreier Stromungsformen 
erfiillen die Gleichung XXV^, in welcher die GroBen a, A und A 
Funktionen der partieUen Ableitungen von 97 nach den Koordinaten 
sind. 

XXV^ wird in folgenden Fallen jedenfalls erfiillt: 

1. bei <^ = konstant, dies bedeutet aber Ruhezustand; 

2. bei A = konstant, dies bedeutet geradlinige Parallelstromung^ 

3. bei A == Constant, d. h. bei Potentialstromung oder wenn 
z. B. qp eine Funktion zweiten Grades der Koordinaten x, y, z ist; 
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4. wenn die Funktion 9? und hiermit A und A nur von zwei 
Koordinaten abhangen, wobei jedoch auch die diese Koordinaten 
enthaltende Gleichung des Systems XXV erfiillt sein muB. 

Widerstandslose Bewegung konnte, wenn iiberhaupt 
physikalisch moglich, nur bei Potentialstromungsformen 
und bei bestimmten wirbelhaften Stromungsformen statt- 
finden; gestattet die Kanalbegrenzung oder die Zustande 
am Zu- und AbfluB des Kanals die Ausbildung solcher 
Formen nicht, so kann die Stromung nur unter Storungen 
erfolgen, die Turbulenz erzeugen, daher a priori mit Wider- 
standen behaftet sind^). 

Langs einer Bahnlinie wird, wie auf Seite 123 aUgemein er- 
mittelt wurde, der Klammerausdruck der Gleichung XXIII identisch 
gleich Null, d. h. es besteht langs der Bahnlinie die Gleichung 

— dp-\'d'—A-gdh = oder — + h ^ = konst. 

y^'2^^- y^ 2g^ 

Bei der vollkommenen Potentialstromung hat die Konstante 
denselben Wert fiir alle Bahnlinien; bei der wirbelbehafteten Stromung 
kommt jeder Bahnlinie im aUgemeinen ein besonderer Wert der 
Konstanten zu. 

Es folgt hieraus, daB in alien Fallen widerstandsfreier Stromung 
die auBere Energie, d. i. die Summe von Pressungsenergie, kinetischer 
und potentieller Energie der durch einen elementaren Kanal stromen- 
den Fliissigkeit konstant bleibt. 



III. Stromungen mit WiderstlUiden. 

Es werden W und hiermit im allgemeinen auch W^, W , W^ 
Funktionen der Ortskoordinaten sein, da jedenfalls bei Beharrungs- 
zustand der Hauptbewegung die Mittelwerte der Widerstandskompo- 
nenten ebenfalls unabhangig von der Zeit anzunehmen sind. Wie 
schon auf S. 123 erwahnt, wird der mathematischen Untersuchung 
das Problem zugrunde gelegt, fiir eine gegebene Stromungsform und 
Geschwindigkeitsverteilung die hierbei moglichen Widerstande zu be- 
stimmen. 

Die mathematische Bedingung, unter welchen die Werte der Kom- 
ponenten W^^ W , W^ die Gleichung XXIII zu einem totalen Dififeren- 



^) Oder es tritt diskontinuierliche Stromung ein. 
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tial machen, ist durch das Oleichungssystem XXV gegeben; nan 
sind die dynamischen Eigenschaften dieser Komponenten in Betracht 
zu Ziehen: 

Es findet nach dem friiheren bei Bewegung eines Fliissigkeita- 
teilchens neben seiner Ortsveranderung eine Deformation desselben 
statt; hierbei erleidet die auBere Energie einen Verlust zugunsten der 
inneren Energie und der Energie der turbulenten Bewegung. Da 
nun nach der Problemstellung TT^, W , W^ die Komponenten 
sind, unter denen eine angenommene Stromungsart statt- 
finden soil, so miissen deren Ausdriicke auBer Teilen, die 
einer, entgegengesetzt der Bewegung wirksamen reinen 
Widerstandskraft W^ entsprechen, noch solche Teile ent- 
halten, die den mit der angenommenen Stromungsform und 
Geschwindigkeitsverteilung verbundenen Turbulenzen ent- 
sprechen. 

Demzufolge kann man fiir die Komponenten If^, TT^, W^ setzen 



tti 






y 



'Va 



XXVI 






wobei sowohl W^ als auch T^, T , T, vorlaufig aJs Funktionen der 
Koordinaten zu gelten haben, una nun deren notwendige mathema- 
tische Eigenschaften weiter untersuchen. 

Bildet man zu dem Zwecke die im System XXV vorkommenden 
Differenzen der partiellen Ableitungen von Tf^, W , W^ unter Bertick- 
sichtigung der Identitaten II, so erhalt man: 



dW, 

dy 


dz 


dz 


dW, 

dx 


dWy 


dW, 



«8 



.U^\-^.U^ 



dy\\/A_ 



)""' 



dz \Vil/_ 



oy 



d_ 

dz 



(V] 



dz 



dx [ * dz\\A) dx\\/Aj 

dx\\/AJ ' dy\VA, 



dz dx 

f(T,)-f(rj 

dx dy 



und dies in das System XXV eingesetzt, gibt nach entsprechender 
Ordnung das neue System: 
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dxWAJ dy\VA/ dz 

( dA dA\ \ 

, / dA dA\ 

/ dA dA\ 

/■= a, G V ( 



a (w. 



Vi, 



f-\-D 



dy 

d_A dA__dA dA 
dy dz dz dy 

dA 



XXVII 



) 

^"»" '^ \dz dx dx dz I 

+(^«.^-lf)[Aw-,7<''-'] 

Greift man noch auf den Ausdruck auf S. 128 von der Form 

dV=Xdx^Ydy-\-Zdz 

ziuiick und umformt denselben durch Einsetzen von v^ = G^fi^A 
und der Ausdriicke Vox W , W , W entsprechend Gleichimg XXVI, 
80 erhalt man: 

\A 2 dx 

Va * 2 .dx 

Z=W,.^-{.T.-0'^.{^'-0*^'A-a, 
vA 2 ox 

Aus den Gleichungen XXVII ergeben sich folgende Grundsatze fiir 
die Bestimmung von W^ und der Komponenten T^, T , T^: 

I. Die oberste Gleichung des Systems XXVII wird erfiillt, wenn 
f==0 ist und durch die Werte von T^, T^, T, und W^ gleich- 
zeitig D = und die ganze linke Seite gleich Null wird. 



XXVIII 
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II. Wird durch die Werte von T,, T^, T^ wohl 2> = 0, ist aber 
hierbei f nicht gleich Null, so bildet die hiermit entstehende 
Gleichung die Bestimmungsgleichung fiir W^, 

Aus den Gleichungen fiir f und D folgt nun: 

1. Efl wird f=0 fiir alle Formen, bei denen widerstands- 
freie Bewegung moglich ist, da fiir dieselben XX V^ gilt. 

2. Es wird I> = 
a) wenn 

^.=«'(fK+'"-«.)+£l 

worin U eine noch zu bestimmende Potentialfunktion ist. 

3. Es wird 

dx^A dy \A ' dz \A 

W 
wenn —-=: eine Funktion von (p ist, da sich hierbei gegenseitig die 

Glieder: 

dA d0 dA d0 

usw. aufheben. 

4. Ist ii = konstant, was nur bei geradliniger Parallelstromung, 
d. h. wenn 99 eine lineare Funktion der Koordinaten ist, eintritt, so 
werden A=0; a = 6 = c=0, f=0, D = 0; es konnte rein mathe- 
matisch W^ eine beliebige Funktion der Koordinaten sein. 

Werden nun bei angenommenen Stromungsformen die 
Widerstandsgrofien in solchen Formen eingefiihrt, wie sie 
sich eben ergeben haben, so wird die mathematische Be- 
dingung, daB samtliche Glieder der Gleichung XXIII zu 
vollstandigen Differentiale'n werden, erfullt. 

Es konnen ganz allgemein zwei Arten von Stromungsformen 
unterschieden werden: 

1. Formen, bei denen eine widerstandsfreie Bewegung mog- 
lich ware; dieselben sind charakterisiert durch die Bedingung f=0; 
fiir die widerstandsfreie Bewegung muB Jl = 1 sein; X=~l bedeutet 
Schichtstromung und zugleich Vorhandensein von Bewegungswider- 
standen. 
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2. Formen, bei denen eine widerstandsfreie Bewegung uberbaupt 
nieht moglicb ist; cUeeelben aind cbarakterisiert durch f~^0. 

Die Funktionen und V sind derart zu wablen, daH bei 
ihrer Einfiihrung in die Oleichung XXIII die gegenaeitige 
BeziebuQg der in derselben enthaltenen GroQen in einer 
sich Diit der Erfahrung deckenden Weiae zum Auadruck 
kommt und daQ ea hierbei moglich wird, die als Beschleu- 
nlgungawerte eingefiihrten Widerstande auf die Wirkung 
von Oberflachenkraften zuruckzufuhren, da mitAusnahme 
der Schwerkraft keine Maaaenkrafte bei Bewegung im feat- 
atehenden Raum vorhanden sind. 

In einem abgegrenzten Stromungsgebiet mnQ in der 
Zeiteinheit derjenige Betrag der Arbeit der Oberflachen- 
krafte, der eine Veranderung der inneren Energie, d. i. 
Warme und Turbuleaz, herbeifiihrt, gleich dem Verluat an 
auBerer Energie aein. 



Wa£ nun die Uberfiihrung in Oberflachenkrafte anbelangt, 
so ist folgendes zu beacbten: 

Wie achon im 1. Kapitel bei Anfiihrung der ailgemeinen Funda- 
ment alglcic bun gen herrorgehoben wurde, bedeutet in deneelben p 
einen Mittelwert der Pressungen, die sich in einem Punkt des Strom- 
gebietes nach verachiedenen Richtungen einatellen, und zwar iat dies 
daa arithmetiache Mittel aue den drei Pressungen in drei zueinander 
aenkrechten, aber sonst belie- 
bigen Richtungen. 

Die Zulassigkeit dieaer An- 
nahme ergibt sich aue folgen- 
dem: 

Wie auf S. 1 1 3 bemerkt, be- ^ 

aitzt jedes Element drei auf- 
einander aenkrecht stehende 
Hauptdehnungaacbaen und iat 
daher anzunehmen, daQ aui 
den zu dieaen Aclisen aenk- 
rechten Flachen nur Normal- 
driicke, also reine Preaeongen 
(keine Tangentialapannungen), , 
d. 8. die Werte der Tangential- 

komponenten pro Flacheneinheit, wirkaam sind; es seien nun Fig. 34 
im, bei Tollkommen rechtwinkligen Tetraeder Oabc die Flachen 
Oab, Oac, Obc solche zu den Hauptachsen aenkrecht stehende 




Fig, 34. 
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Flachen mit den Pressungen p^y p,, p^; die Richtungskosinuse der 
Machennormalen gegen die Koordinatenachfien seien l^, m^, n^; l^y 
tfii, n,; Zg, ntg, n,. Die Dreiecksflache abc steht senkrecht zur X- 
Achse und p^ sei der Betrag der Pressung in dieeer Flache, dann 
besteht die Gleichung 

p^(ahc) = p^Oab'l^ -f-p^Oacm^ -{-p^Ohen^ 
und da Oab ^=abC'l^; Oac = abC'm^; Obc = abC'n^ 

Fiir Tetraeder in analoger Lage gegen die Y- und ^-Achse folgt 



Py=Plh^ +P%^2^ +Pfi^^ 
P,=Pih'' -i-Pi^s' + Pb^ 



3 
3 ' 



woraus sich durch Addition und Beriicksichtigung von 



h' + 1.'- + J,' = 1 ; 



m, 



2 



+ m4« + m3^ = l; 



2 



+ V+V = i 



ergibt : p^ + p^ 4-|?^ = p^ J^p^^p^ 

In dieser Gleichung kommen die Richtungskosinuse nicht mehr 
vor; sie gilt daher fiir eine beliebige Lage der Koordinatenachsen 
gegen die Hauptachsen und folgt daraus, daB in einem Punkt die 
Summe der Pressungen nach drei zueinander senkrechten, aber 
sonst beliebigen Richtungen einen konstanten Wert hat; der Mittel- 

wert, d. i. p = ^U(p^+Py-{-p,) = ^ls(Pi+P2+Ps) '^^^ ^^^ ^^ d®^ 
Grundgleichungen der Bewegungen mit Widerstanden ein- 

gefiihrte Pressungswert. (Diese Darlegung ist aus Lambs 

Hydrodynamik, S. 660, entnommen.) 

Es ist hierbei nicht ausgeschlossen , daB in drei bestimmten 
zu einander senkrechten Flachen die Ptessungswerte gleich groB sind. 

Fiir die Tangentialspannungen ergibt sich ebenfalls eine be- 
stimmte Eigenschaft. Sind am Parallelepiped Fig. 35 mit den Seiten d^y 

<^y> \^ ^xi ^^^ ^xy ^® KompO- 

I f9'^'» . nenten der Oberflachenkrafte, die 

von der Tangentialspannung auf 
'Aj' der ZO y-Rechteckfiache herriihren, 

also 

'-" ^xy=PxA^M> ^xy==P.y^y^s 




/ 



y rxy y 

und ebenso 



Fig. 35. 



JC y* -fyt^t^x* "^ yx Jryx^t^x 

P =zp d d : P =p d 6 y 

My -rgy^x^y* * «x -tmx » y^ 

SO miissen unter Vemachlassigung 
der Momente der Massenkrafte, 
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die gegeniiber den Oberflachenkraften unendlich klein hoherer Ord- 
nung sind, die Momentgleichungen bestehen: 



V 2 



y 2 



mithin: Py,=p,j, und ebenso j?,,=i?^,; p^^=p^^; d h. die Tan- 
gentialspaimungen, die an zwei Flachenelementen wirk^am sind, die 
dch an einer gemeinschaftlichen Kante unter einem rechten Winkel 
schneiden, haben gleiche OroBe. 

Der Kiirze halber seien diese Spannungen entsprechend der ge- 
meinschaftlichen Kante mit |)^, p , p^ bezeichnet, so daB z. B. Pyg = 

Die Flachen und Richtungen, in denen die Pressungen p^Pyp: 
and obige Spannungen wirken, ergeben sich aus beistehendem Schema^ 



Es wirken in Richtung 



X Y 

Px P. 

Pm Py 

Py Px 



in der Flache YOZ 

ZOX 
XOY 



5? 



?5 



»« ** 



1> 



^y 

Px 
Pz 



Die Komponenten der Oberflachenkrafte, die in den zu den drei 
Richtungen X^ F, Z senkrechten Flachenpaaren wirken^ sind hiemach 
in der 



Z-Richtung T, = —%'-d^dyd, 



Y- 



Z" 



dx 






X y * ^2 * V ' 



*i 



17 



ox * » ' dy ' " ' dz ' 1 ' 



P.---B^JA 



dSd. — ^-^'d.d..d 



XXIX 



P^,P^,P^ Bind hiernach die wirklichen Komponenten der Ober- 
flachenkrafte am Volumelement d,d„d„ die das Maesenelement 

X y §' 

^^ = — ^x^y^M ini Verein mit der Schwerkraft beschleunigen; es be- 

if 

stehen daher folgende Identitaten: 

'~ '* dt " \' ' y dxJ " 



dt 
dv 



p.+v.-'^».-^-n-f|)». 



p.+K.,.-'^>,^{K.-w.-m,,\ 



y oy* 
9 ^p 



XXIXj 
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* \ '^ ^ Y dx) "^ 



P.__(,r. + l.|), 



XXIX 



Aus den Gleichungen XXIX^ und ^ folgt das Gleichungssystem : 

dx~ dy~ dz g '~ dx 



^Pm , ^Pv , ^Px^riir I ^P 



dx 



+ 



dx'^ 



dy^dz g y^dy 
dy^ dz g '^ dz] 



XXX 



Die Gleichungen desselben bilden im Verein mit der Mittelwerts- 

bedingung die Bestimmungsgleichungen fiirj?^, ^ , p^ und Jj^^., |) , j),, 

bei gegebenen Ausdriicken fiir die Komponenten W und bei be- 

dp 
kannten Werten von -— usw., wobei noch andere durch die Form und 

dx 

Art der Bewegung bestimmte Bedingungen zu beriieksichtigen sein 

werden, z. B. das Fehlen von Oberflachenspannungen bei Schicht- 

stromung in den die 9;-Linien enthaltenden und Schichtflachen Echnei- 

denden Stromflachen. 



Die Arbeit der Oberflaehenkrafte wird in folgender Weise er- 
halten: 

Am Volumelement <5jj<5 (5^ ist die Arbeit der am Flachenpaar 
d 6g wirksamen Pressungen und Spannungen pro Zeiteinheit bestimmt 
durch die Gleichung: 

(v V d d -4-1) V 5 d -4-1) V 5 6)5 



— ^ iPT% + ^'.''v + "w''.) ^'^V ^' 



and an den beiden anderen Flachenpaaren: 



reap. 



— gT (P.^x + Pv^'v + <'«".) ^«^»^' 



— Yz <♦'»"* + ^'^y +^'*'») KW- 
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Addiert man diese drei Arbeitswerte, so erhalt man nach Aus- 
fiihrung der angezeigten Differentiationen, Beriicksichtigung der Aus- 
driicke fiir P^, P , P^ in den Gleichungen XXIX^ und entsprechen- 
der Ordnung; die elementare Arbeit der Oberflachenkrafte in der 
Zeiteinheit: 

^^'\dz ^ dy) ^^^\dx^ dxJ^^'Xdy ^ dzl\ ' » ' 

Nun ist nach Gleichung XXIX^ 

p v -l-P V A-P V 
XX I y y ' » * 

2 

gleich der Arbeit, die zur Andenmg der kinetischen Energie der 

Hauptbewegung des Elementes notig ist, soweit hierfiir nicht schon 

die Schwerkraft dienlich ist; es stellt mithin der Rest der rechten 

dS0i 
Seite des Ausdruckes fiir 6 -- denjenigen Betrag der schein- 

di 

bar verlorenen Energie dar, die im Element teils als 

Warme, teils als kinetische Energie der turbulenten Be- 

wegung entsteht. 

Der Betrag der scheinbar verlorenen Energie heifit die 

Dissipation der Energie; der gesamte Betrag derselben in einem 

abgegrenzten Stromgebiet ergibt sich mit 



« = — 



/*/•/•/_ _ 

?,&+•••+'"'- 



K\^ 



dx dz 

und muB gleich sein, der im Gebiet verschwundenen auBeren Energie. 

Die Zulassigkeit der in diesem Kapitel beschriebenen Darstellungs- 
weise fiir stationare Stromungen und die Verwendbarkeit der an dieser 
Stelle mit kartesischen Koordinaten durchgefiihrten Untersuchungs- 
methoden werden im folgenden an speziellen Stromungsformen ge- 
priift werden: hierbei werden statt des kartesischen, Netz-Koordinaten- 
systeme verwendet werden. 



2. Stromiingen in g^raden Rohren. 
A. Kreisformiges Profil. 

Sowohl die Untersuchungen von Poisseuille als auch diejenigen 
von Lorentz gehen von der Annahme aus, dafi die Bewegung in 
geraden Rohren mit kreisf onnigem Querschnitt als Parallelstromung 
mit einer derartigen Geschwindigkeitsverteilung betrachtet 
werden kann, daB die Stromungsgeschwindigkeit langs einer 
gegen die Rohrwand konzentrischen Zylinderflache kon- 
stant ist, in den verschiedenen Zylinderflachen aber verschiedene 
Werte hat; dementsprechend kann man die Stromung als kreis- 
zilindrische Schichtstromung mit geradliniger Parallel- 
stromung als Grundform auffassen. Femer hat die Erfahnmg 
ergeben, daB in solchen Rohren, abgesehen vom EinfluB der Schwer- 
kraft infolge des geodatischen Hohenunterschiedes der einzelnen 
Punkte im Stromungsgebiet, die Pressung in samtlichen Bahnen 
langs derselben um den gleichen Betrag pro Langeneinheit ab- 
nimmt und dieselbe hierbei in den einzelnen Querschnitten kon- 
stant ist; letztere Eigenschaft ergibt sich aus den Fundamental- 
gleichungen. 

Unter Beriicksichtigung dieser Annahmen und Erfahrungen 
konnten beziiglich der Geschwindigkeitsverteilung die im 1. Kapitel 
angegebenen Formeln abgeleitet werden; dieselben sollen zur Weg- 
leitung fiir die Wahl der Funktionen und U herangezogen werden. 



In Zylinderkoordinaten ergeben sich fiir die Parallelstromung 
im kreiszylindrischen Rohr die Formfunktionen: 

1. der Querschnittsflachen : (p = s, 

2. der zylindrischen Stromflachen: y^— , 

3. der Meridianebenen als Stromflachen: ;t = g. 
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(Es wurde hier die Achsenkoordinate mit s statt, wie friiher, mit 
p bezeichnet, um Verwechslungen mit der Pressungsbezeichnung zu 
vermeiden.) Hieraus ergeben sich 

1^=1, -^ = 0, 1^ = 0, ^ = 1, 

ds ' rdq ' dr ' 

femer 

j^""- Tfr"- lf=- '-'-'-• 

d 7 dy \ dy _11 

Die Stromung ist der Form nach eine Potentialstromung. 

a) Stromang mit Reibimg. 

Bei Stromungen mit Reibung, aber ohne Turbulenz, ist nach 
PoiBseuille die Geschwindigkeit in der Zylinderflache mit dem 
Radius r: 

worin ^ ^^ der konstante Pressungsabfall pro Langeneinheit und 

ri der Koeffizient der Reibung ist, der so lange einen konstanten 
Wert beibehalt, als der physikalische Zustand der Fliissigkeit kon- 
stant bleibt; wird daher 

?^^^= Gund r.»-r» = 2(v.-v) = A 

gesetzt (xp^ = Funktionswert von y; an der Rohrwand), so ist 

t; = ©A = (?VJ^ 

daVi = l undu = — = A ist (v = l); 

d h. die Isotachengleichung ist mit der Poisseuilleschen Gleiehung 
in Einklang gebracht; X ist als Funktion von v' ausgedriickt, 
die Stromung ist eine Schichtstromung mit konstanter Ge- 
schwindigkeit innerhalb der zylindrischen Schichtflachen. 



^) Siehe Seite 22. 
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Wild die mit den Erfahrungen sich deckende Annahme gemacht, daO die 
Grofie der Widerstande von der Pressung selbst nicht beeinfluBt wird, sondem 
nur abhangig von der relativen Geschwindigkeit der Flachen der Fliissigkeits- 
elemente resp. von der Geschwindigkeit der Deformation derselben, so wird 
die Pressungsverteilung durch die Schwerkraft nur entsprechend der geoda- 
tischen Hohenlage der Punkte des Stromungsgebietes beeinfluBt und man kann 
daher das Glied^^^ vorbehaltlich spaterer Wiedereinfiihrung weglassen; dies 
vereinfacht die mathematische Darstellung wesentlich und soil daher im folgen- 
den verwendet werden; bei Problemen, wo die Wirksamkeit der Schwerkraft 
einfluOnehmend auf die Form der Stromung ist, darf dies natiirlich nicht ge- 
schehen (wie z. B. beim Problem der freien Oberflachen). 

Da Potentialform vorliegt, mithin widerstandBfreie Bewegung mog- 

lich ware, wird die mathematische Bedingiing der Gleichung XXIII 

W 
erfiillt, wemi --^ = und die Komponenten von T derart gewahlt 

Va 

werden, daB Z) = wird, also wenn 

2 dx~'^ dx~dx 2 dx~ dx 
T =(?.£. ^+„.A-^ + — = --4-- 

* 2 dz dz dz 2 dz dz 

eingesetzt werden. Man erhalt dann aus Gleichung XXIII wegen 
A=0. 

y 2 

In dieser Form ist die Gleichung unabhangig vom Koordinaten- 
system ; man kann sich in derselben daher auch alle GroBen als Funk- 
tionen von (p, xp und x denken, da jeder Punkt des Stromgebietes be- 
stimmt ist, wenn die Funktionswerte der denselben enthaltenden 
Flachen gegeben sind. 

Die Auflosung nach den DifFerentialen dq)^ dtp und dx fiihrt 
auf nachstehende Gleichung: 

yd(p~d(p~ ~ d(p ^~\ydy>^ dxp ^W^ 




dx = 0, 

die fiir alle beliebigen Werte von dcp^ dyj und dx erfiillt sein muQ; 
es folgt hieraus das Gleichungssystem : 
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t;» 



y dip 0(p dcp 



v« 



gdp . 2 SU ^Q 
Y dy> dxp dy> 



«« 



ydx dx ' dx 

Die letzte dieser Gleichungen entfallt, da man wegen AuBer- 
achtlassung des Einflusses der Schwerkraft aus Symmetriegrunden 
Kongruenz der Zustande fiir alle ;^-Flachen annehmen kann (wenig- 
stens fiir die Hauptstromung); in der ersten Gleichung wird 

4 

-r — = 0, da v— G«>1 und i. nur von v' abhangig ist; inderzweiten 

2 O'^dX^ 
Gleichang wird -- — = -— -:; — ; es f oleen mithin 

^ dxp 2 d\p * 

y dq> dq? 

y dtp 2 dtp dtp 
da nun der relative Pressungsabfall langs aller Bahnlinien gleich also 

— = — kn Oder auch r^ = — Aft = kon8tant und ebenso die Pree- 
8 ^ d(p ^ 

dp 
sung innerhalb einer Querschnittsflache konstant, d. h. - — = ist, bo 

dtp 

folgen: 

'^ d(p~y ""^ 2 * dti,'^ dtp~ 
und hiermit die gesuchten Formen fiir die Funktionen V und 

Es werden somit die gesamten Widerstandskomponenten nach 
den Richtungen s resp. r 



^) £8 wird sich spater ergeben, unter welchen Umstanden ^ nioht gleioh 
Null anzunehmen ist. 
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' ds^ 2ds^^^ds dip ds Y " 

"" 2 dr dxp dr 

Die Gleichung XXIII erhalt die Form 

^dp-\-^k^d(p = XXIII* 

und gibt bei Wiedereinfiihrung von gdh und BeriickBichtigung, dafi 
dq) = d8 ist, durch Integration die Gleichung 

p-\-yh'\-k^8 = Konstante, 

h ist natiirlich in Koordinaten auszudriicken und hierbei die Lage 
dee Koordinatenfiystems gegen die Schwererichtung zu berucksichtigen. 
Die Konstante ist bestimmt, wenn die Pressung in einem Punkte 
des Gebietes bestimmt ist. 

Vom EinfluB der Schwerkraft auf die Pressungsverteilung ab- 
gesehen, sind die Querschnittsflachen gleichzeitig Niveauflachen; ist 
das Rohr mit exakt lotrechter Achse aufgestellt, so sind auch mit 
der Schwerkraft die Querschnittflachen gleichzeitig NiveauJQachen. 

Aus der Gleichung fiir v ergibt sich das in der Zeiteinheit durch 
das Rohr flieBende Volumen mit 

y=]\.2r7idr = n ^'~^/^ r^, 

Diese Formel gibt die Grundlage der von Poisseuille ver- 
wendeten und heute noch gebrauchlichen Methode zur Be- 
stimmung des Reibungskoeffizienten. 

Aus derselben bestimmt sich die mittlere DurchfluBgeschwin- 
digkeit mit 

•" r^^n 8t)l ^' 

man erhalt in pj — pjj Stj 

'a 

den Ausdruck zur Bestimmung des relativen Pressungs- 
abfalles (Pressungsabfall pro Langeneinheit). 

Differenziert man die Geschwindigkeitsformel nach r und setzt 

Pi —Pii __ T. 

ein, so f olgt k^r dv 

Dieses Resultat wird spater verwendet werden. 
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b) Stromung mit Reibung und Turbulenz. 

Fiir Stromungen mit Reibung und Turbulenz liegen em pi rische 
Ergebnisse vor, die in den Bielschen Formeln (Seitell) zu- 
sammengefaBt sind, und auBerdem die auf Seite 24 angefiihrten 
Formeln von Lorentz. 

Die Bielschen Formeln A und B geben vereinigt unter Beriick- 
sichtigung, daB der Profilsradius B fiir ein kreiszylindrisches Rohr 

r 
= ~ ist die Gleichung: 

i;^ ist die mittlere DurchfluBgeschwindigkeit in Metem pro Sekunde; r^ 
der Wandradius in Metem. 

Biel hat den Reibungskoeffizienten (9;) im absoluten MaBsystem 
(CGS-Einheiten) aufgenommen, die Lange I in Kilometem eingesetzt 
und fiir y den Gewichtswert in Gramm pro Kubikzentimeter, also 
fiir Wasser ^ = 1 eingefiihrt; fiir den AnschluB an spatere Ent- 
wicklungen ist es aber giinstig, samtliche Werte im technischen MaB- 
system mitzufiihren; hierzu ist nur notig, statt — — zu schreiben: 

10- ---=-^~^ worin nun 17 den Reibungskoeffizienten in der 
7 7 

kfif * sek 
Dimension — enthalt; y = 1000 kg/cbm und g = 9,81 m/sek* ist; 

femer sind statt a resp. f die Werte 10"* -a resp. 10~*'/'einzusetzen. 

Weiter wird darauf Riicksicht zu nehmen sein, daB in den 
Bielschen Koeffizienten a und f der Nenner der Geschwindig- 

V * 
keitshohe ~- aufgenommen ist, so daB man durch Multiplikation 
2^ 

jedes dieser beiden Koeffizienten mit 2 g andere Koeffizienten a' = a2g 

V * 
f = f'2g erhalt, bei -deren Beniitzung wieder ~- in die Formel ein- 

2g 

treten wiirde; diese Koeffizienten werden aber in der Bielschen 

Form weiter beniitzt, und zwar der Einfachheit halber und mit 

Riicksicht auf die Deutung des Inhalts der Turbulenzglieder nach 

der Theorie von Lorentz. 

Die Dimensionen der Koeffizienten a und f sind 

a sek'-w""* 

/ sek^-m'"^ 

Pr&iil, Techoiflcbe Hxdrodynaniik. 10 
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Au8 obiger Gleichung erhalt man 






2 y \ 2 / 

">* ^1 — ^ — ; G 



•&)•+/ ■ -'^if+f 



Da -y langs alien Strombahnen denselben Wert hat, so wiid die 
Geschwindigkeitsverteilung durch denjenlgen Funktionsausdruck von 



*•* 



r beschrieben, der in der Gleichung v^r^n={v2rndr eingesetzt, 

obigen Ausdruck fiir v^ ergibt. 

Die allgemeine Bestimmung dieses Funktionsausdruckes konnte 
mittels Reihenentwicklung erfolgen; hierbei ist zu beachten, daB 
derselbe zur Darstellung des Haftens an der Wand fiir r = r^ den 
Wert t; = ergeben muB. 

Die Glieder mit ri beschreiben den EinfluB der Viskositat; ver- 
nachlassigt man dieselben als relativ sehr klein, so wird 



Eine weitere Vereinfachung kann eintreten, wenn man noch 
das zweite Glied im Nenner von C, (etwa unter entsprechender 
Korrektur des immerhin empirischen Koeffizienten a) weglaBt, ee 
wird: 

"• r 2 a Z ' 

natiirlich erscheint das letzte Resultat sofort, wenn man in der 
Bielschen Gleichung ri und /'=0 setzt. 

Dieser Wert von v^ wird erhalten, wenn man 

4 r 2ar« ^ 
als Geschwindigkeitsgleichung einfiihrt; ersetzt man -p durch 

yl y ' 
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BO erhalt man 



»■= I V*^ ('•'-•••)* 



worm nun 



gesetzt werden kann, womit wieder 

wild und somit der AnschluB an die gewahlte DarstellungBweiBO er« 
reicht ist; die turbulente Stromung im kreiszylindrischen Rohr er- 
scheint ebenfalls als Schichtstromung mit Potentialform. 




Pig. 36. 

Beistehende Tabelle und Fig. 36 zeigt vergleichsweise den Ver- 

lauf der Funktion X^ = 2* (^^ — y) ^^^ jenen von X^=2 (^^ — yi), 
die der Poiseuilleschen Gleichung entspricht. 



= 



0,2 



0,4 



0,6 



0,8 



1,0 



A, = 1,00 0,99 0,96 0,89 0,77 0,0 
;^=1,00 0,96 0,84 0,64 0,36 0,00. 

Die ausgleichende Wirkung der Turbulenz kommt hiemaoh 
schon bei dieser vereinfachten Formel von X^ zum Ausdruck. 

Die vereinfaohte Fonnel Xg = 2*{yfa — - v) entspricht ebenBo der Annahme 
des HaftenB der Fliiflsigkeit an der Wand, wie dies einerseits auoh bei der 
Poiseuilleschen Fonnel der Fall ist und andererseits von Lorentz bei Ab- 
leitung der auf Seite 24 angegebenen Formeln ebenfalls angenommen wurde; 
Lorentz kommt allerdings auf Seite 70 der beziiglichen Abhandlung auf 
Grand von Grenzbetrachtungen zur SohluBfolgerung, dafi bei grofien Werten 

von r«*^ und ^^ '^^^ die Dicke der an die Rohrwand ansohliefienden Sohioht, 

10* 
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in der der raache Geschwindigkeitsabfall stattfindet, so klein wird, daO man 
ohne Fehler sagen kann, die Fliissigkeit gleite an der Wand. 

Da die Formel fur I durch Umformung der Bielschen empirischen Formel 
entstanden iat, so gibt dieselbe natiirlich keine anderen Aufschliiase Uber das 
Wesen der Turbulenz aU die Ursprungsformel selbst und wird diesbezviglich 
auf die Originalarbeiten von Biel verwiesen. 

Wird die vereinfachte Form von I beniitzt, so ist im Aufidrack 

fiir U die Konstante Jcq der Formel Poisseuille durch kQ = HayQ* 

a 32 Gr^ }? 
zu ersetzen, eo daB mit = und U = — -^^ ayO^'q) ^- — die 



Gleichung XXIII die Form annimmt: 



y 26 



n ^9 

~dp-\-~agO,^dw=-0 .... .XXin** 
y 2o 

Man erhalt, wenn man auf der linken Seite wieder das Glied gdh 

y 

anfiigt, integriert und mit ^ multipliziert die Gleichung: 

p-\-yh-\-\\agG^s=^ Konstante, 
die mit p als Parameter zur Gleichung der Niveau flachen wird. 

Die vereinfachte Formel fiir X reap, v ergibt auch die bekannte hydrav- 
lische Regel, wonach in einem Rohr die Widerstandshohe direkt proportional 
der Lange und der Geschwindigkeitshohe und umgekehrt proportional dem Pro- 
filsradius ist. 

Fiir den spateren Gebrauoh seien die Isotachengleichungen beider Falle 

nooh in folgender Form mit — — , ^" = -^ notiert: 

ly I 

entsprioht der Poiseuilleschen Formel, 
entspricht der vereinfaohten Turbulenzformel. 



c) Bestimmung der OberflachenkrSlte. 

Es sind nun die an einem Element wirksamen Oberflachenkrafte 
einzufiihren, was im gegebenen Fall zweckmaBig am Ringsektor er- 
folgt nach beistehender Fig. 37 und entsprechendem Schema. 



£8 wirken in Richtung 


s 


9 


r 


in der Flache rdqdr 




Pi 


^ 


in der Flache dsdr 


Ps 


in der Flache rdqds 


K 


Pr 


Pr 
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i^t> Pq ^^^ Pr ®^^ Pressungen, p^, p und p^ Spaimungen; die 
denselben entsprechenden Komponenten ^) sind folgende: 



In Richtung 




Pressungs- 
komponente 



ds ^ 



^Pq 



dq-dr-ds 



dq 



dp^'V 



drdq-As 



dr 
-{-prSsdrdq 



d 

a 
o 
a 

a 

o <D 






«0 


T3 




a 




o 




73 




O 







^ 


.0 




00 


- 


S 




fl 


u- 


tS 



-~- drdo'Sfi \ — -^'dq'dr-ds 
dr ^ \ dq ^ 



dp£r 
ds 



Sr-dq- ds 



dq 



epr 



Sq-dr-Ss :r^'ds'rdq'dr 

OS 



ds ^ 



r 





Fig. 37. 

durch Addition folgen: 

in Richtung 5: P, = _(^ + gt + ^'-)^,.,aj.rf, 

^) Die Bestimmung dieser Komponenten erfolgt z. B. fiir die Piessungs- 
kompenenie in der Richtung 8 entsprechend : 

psirSq-dr) — [pa + ~ d sj (r S q- 6 r) = ^ -~^^ d 8- r d q • d r. 



(^8 
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in Rioh..ng ,: P. (^' + ^ + «3) l..ri,.ir 

Die partiellen Ableitungen nsrch q sind wegen Kongruenz der 
Zustande an jedem Parallelkreis gleich Null; [wegen Bestandes der 
Schiohtstromung sind in den ;^-Flachen (Meridianebenen) keine 
Tangentialspannungen wirksam, also t)^ = und t)^ = 0. 

Die Beschleunigungskomponenten in Richtung der Zylinder- 
koordinaten sind allgemein: 



Naoh Richtung 


8 


9 


r 


gleioh 


dv, 
dt 


dv, . v,-v^ 
dt ' r 


dv^ v^ 

dt r 



Bei AuBerachtlassung des Einflusses der Schwerkraft erhalt man 
die Komponenten der Oberflachenkrafte allgemein: 

■ 



dt 
mit den speziellen Werten: 

9 



dp 



dp 



dp 



^- = T*o; ^, = 0; Tr^ = 0; -^ k^; ^ = 0; ^ = 



ds 



dr 



dq 



werden: 



P. = 0; Pq = 0; 
Hiermit folgen die Gleichungen: 

dp, I dpq-r 



Pr = 0. 



1. 



. 4- 

ds rdr 



0; 



2 ^_?«-L?r_L?Pr = o 

ds r ~ r ~ dr 

und die Mittelwertgleichung: 

3. P.+Pq+Pr=^P = ^^—^Ks 
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ala Bestimmungsgleichungen fiir die Werte von p^, « , p^ und p^, 
Dieselben werden erfuUt mit 

1>. = JK:— fco«; Pq = K — ko8; Pr = K — ko8; }fq= y-. 

KiBt die Integrationskonstante der Gleichung XXIII*; resp. XXIII*'*' 

kQ ist der Wert von • 

Es werden die Pressungswerte in Richtung der drei Zylinder- 
koordinaten, die in diesem Falle mit Netzkoordinaten zusammenfallen, 
gleich groB; der Spannungswert p wird in der Achse, sonst aber 
nirgends gleich Null. 

d) Bestimmung der Dissipation. 

Fiir die Bestimmung der Dissipation ergibt sich zuerst wieder 
allgemein die Arbeit pro Zeiteinheit der wirksamen Pressungen und 
Spannungen am Element. 



(^= 






+ ^ (P,rv, + p^rv^ +p^r v^) 



f^^r^,- 



Der Auedruck vereinfacht sich aus denselben Griinden wie diejenigen 
von P, und P,: es wird: 

*(^= [^(l'.«)+^(V«')]''^3-<»''^« 

\ ds~ rdr 'da I 

Fiir den gesamten Betrag der Dissipation ergibt die Gleichung: 

4. — ffi = J//j)^ — r^5^r^5 = konstant 

mit den Grenzen: Sjj und si fiir 8\ 2n und fiir $; r^ und fiir r; 

es wird mit sn — 5r=i und v = Ol, t— ='(^t' 

dr dr 
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Nun ist d(ir^)=kd(r^) + ^^dr, daher: 

dr 



well (ir^) = wird eowohl fiir r = als auch fiir r = r^. 
Setzt man allgemein A = (r^* — r^)**, so folgt: 



'"a »•« *•« 





__^ V g 2_i I = g 

n + 1 f^«o n-|-l 

Fiir die Bewegung mit Reibung ist n=l, daher: 



»•« 



I 



^rMr=-LL* 



dr 2 ' 



femer ist hierbei 



_Pi—Pii 
I 



K = ^.^, = G^, 



somit der Wert der Dissipation: 



m 
2 



und da die mittlere Geschwindigkeit v^ = Gy-^ und F=rj7i sind. 
Fiir Bewegung mit Turbulenz ist nT=V4' ^^-^^r: 



[^.Mr=-ir,4, 



dr 



ferner ist hierbei kQ = ^-^^---, = 0^, hiermit 

Die mittlere Geschwindigkeit ist 

«m=t^«Vi^ und f'=r,«n: 
es folgt schliefilich ebenfalls 

(& = (PjF—pjjF)v„ 
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als Wert der Dissipation bei Turbulenz. Es ist mithin in beiden 

Fallen der Betrag der Dissipation gleich dem Verlust an auBerer, 

cv 
d. i. Stromungsenergie, da wegen — - = die kinetische Energie keine 

ds 

Anderung erfahrt und die t)berfiihrung der fingierten Massenkrafte 

in Oberflachenkrafte durchgefiihrt. 

In Zusammenfassung der erhaltenen Resultate ergibt sich fol- 

gende Tabelle. 

Tabelle fiir stationare Stromungen im geraden kreis- 

Pi—Pii_ rK 



zylindrischen Rohr mit der Bezeichnung 



I 



I 



Mit Reibung 



Mit Turbulenz 



Formf unktionen : 
<p=^8\ A = l 



Geschwindigkeitskonstanten O: 



Y\ 






O 
Funktion I: 



=-l/-^ 

* 4:\ 2al 



. m''«/8ek~* 



K= 2 (v, - v) = (r,' - r«) . . . p. = 2^{y,- y,)i=(r,*-r*f'\ . 



Isotachengleichung : 



V 



rK 



^^^^'-^^^r^-r^) 



-=«r>l.= |V^(C-^T< 



Mittlere Geschwindigkeit: 



rK 



811 ' 



V 



Abflufimenge: 



m/sek 



\ 2al 



treem/fk Xl^r * 



yccm/Mk 






Gleichung der Niveauflachen: 

yh 

p-^yh-^- '~ <p = konst. = K 
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Oder 
l> + y*4-^5 = konst. = K 

v 



Pressungen: 

p^ = K—k^8 
Spannung: 

Vr 

^^ 2 
Gesamtdissipation : 

e) AUgemeine Widerstandsformeln, 

Auf Seite 144 wurde aus der Poiseuilleschen Gesohwindigkeits* 

formel die Beziehung — — = 5_ abgeleitet; hieraus folgt: 

ar 2fj 



Pa = — V 



dv 



Da —— = 6?—^- ^ negativ ist, so wird der Wert von p^ 

dr dr ^ ' * 

pcNsitiv; dies entspricht der auf S. 7 geschilderten Wirkung der 

Reibungskraft, wonach dieselbe beschleunigend auf diejenige Schicht 

wirkt, die sich relativ langsamer, verzogemd auf diejenige, die sich 

relativ rascher bewegt, wirkt. 

In dieser Form besteht somit tTbereinstimmung mit dem Grund- 
gesetz der Reibung. 

Aus der Geschwindigkeitsformel fiir turbulente Bewegung (rechts- 
stehende Tabelle) kann man ableiten (durch differentieren): 



2~ 4 h/~\5) dr 



dies gibt in die Gleichung fiir p eingesetzt den Ausdruck: 

welcher als eine angenahertc Gleichung fiir den Bewegimgswiderstand 
pro Flacheneinheit bei Stromung mit Turbulenz betraohtet werden kann. 
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Eine weitere Verallgemeinerung anter EinbeziehuDg der Beibung 
kann schlieOIich durch die Formel erzielt werden: 



*>.=- 



' dv , yi( dv* , ^dv* , av* \l 



worin a, &, c . . . ebenso empirisch zu bestimmende Koeffizienten sind, 
wie a, h und f in der Bielschen Formel. 

Eine Bestatigung der Zulassigkeit dieser Form wird sich aus 
einer spater folgenden Untersuchung ergeben. 

Mit dieser aUgemeinen Form ergibt sich aus der Bestimmungs- 
gleichung p d. i. 

rdr I 

durch Integration: 

y^y + *lgnatr + fc' = — [i7t; + -^(at;^ + &t;» + ct;* +...)] 

k und // sind Integrationskonstanten; fiir das gerade, voll ausgefiillte 

Bohr mufi k = und entsprechend der Annahme des Haftens an 

h r ^ 
der Wand, also v = bei r = r. muB k'= — y -r ' -f sein. 

t 4 

Es folgt biermit als allgemeine Geschwindigkeitsgleichung fiir 
das gerade kreiszylindrische Bohr: 

Nimmt man: 

so ergibt sich hieraus die Poisseuillesche Geschwindigkeitsformel; 
nimmt man: 

1^ = 0, c=e, a = & = c = ...0 

so folgen die Formeln fiir turbulente Bewegung: 

der Koeffizient c kann mit der Gleichung cssf— j«a^ aus dem 
Bielschen Koeffizienten a bestimmt werden. 

f) Vergleiche mit den Formeln von Lorentz. 

Mit der Bezeichnung 

n — L „^ Pi—Pji —VK 



^a 
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kann die allgemeine Oleichung in die Form gebracht werden: 



it) ' ri i 

aus der sich mit 



{g.a.iy + {g.b.Ly^... 



;(,«!)„«+.. .]=/v 



die Gleichung von Lorentz ergibt; durch das Klammerglied wird 
ebenso wie durch das Integral der EinfluO der Turbolenz zum Aus- 
druek gebracht. 

Der Vergleich der beiden Ausdriicke fiihrt auf folgende £r- 
wagungen: 

In der Formel von Lorentz ist Q = Qv^Vy,, wobei v^ und v^ 
die Mittelwerte der Turbulenzgeschwindigkeiten sind, iiber deren 
GroBe und Verteilung nichts bekannt ist, die aber, wie bereits auf 
Seite 23 bemerkt, in ihrer Zusammensetzung als Produkt dem Trans- 
port von BewegungsgroOen entsprechen; es ist also 






das Integral hat die Dimension fi-tr^; trennt man nun von den 
linksseitigen Gliedem (t-)v* «^b und schreibt 

I *■« 

- 'V* (ag A-bgv-^cgv^-]- , . .) = jv^v^dr, 

SO wird die Gleichung dimensionell homogen, wenn den Koeffizienten 
a, b, c . . . solche Dimensionen zugeordnet werden, daO der Ausdnick 
unter der runden IGammer die Dimension einer Lange erhalt; dies 
tritt ein, wenn man zuteilt: 

dem Koeffizienten a die Dimension (^ 

b „ „ l-'^fi 

usf. 






Der Koetfizient c steht mit dem B i el schen Koeffizienten a in folgen- 
dem Zusammenhang 



=©'«' 



nach der Dimensionsbestimmung auf S. 145 hat hierin a die Dimen- 
sion /"^-H"^, also c die nach oben fiir die Ubereinstimmung notige 
Dimensionszuordnung. 
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yh„ 417 ( l\ 



2~9 



Man kann einen weiteren Schlufi durch folgende Umformung 
aus der Gleichung ziehe'n: 

In dieser Zusammensetzung ist die Formel als Summe zweier Glieder 
mit t; reap, v^ als Faktoren geordnet, analog wie dies bei der 
empirischen Formel der Fall ist; ersetzt man nun in der eckigen 
Klammer v durch Gk usw. und rj — r^ durch 2(v'a — v)? ^ erhalt 
der Klammerausdruck die Form 



und erscheint in derselben als Formglied mit den Formfaktoren 

1 A P 

~-y \; r-^ t; -7 ^, usw. und Geschwindigkeitsfaktoren 

2(V^a-V) ^{Wa—WY ^{Wa—y^) 

a, bG, cG^ ,,,, die multipliziert mit dem gemeinschaftlichen Faktor 
8^}'( — ] den Geschwindigkeiten des turbulenten Bewegungsanteiles 

entsprechen. 

y h 
In der Poisseuilleschen Formel wechselt ^-y^y d. i. der rela- 

tive Pressungsabfall mit v das Zeichen; es ist daher diese Formel 
fiir Untersuchungen mit wechselnder Bewegungsrichtung brauchbar; 

in der empirischen Formel mit -- als Faktor ist dies nicht der Fall. 

LaOt man in der allgemeinen Isotachengleichung das Glied mit 
ffv weg, so kann man dieselbe schreiben 



y(-yy(*-a'-0 = v'(« + &t; + ct;^ + -.-) 



Oder 



'f='t- 



-\- bv -{- cv' -{- . . . 



rj — r'' 

a 



FaBt man nun entsprechend den friiheren Erorterungen den Wurzel- 
ausdruck als Formglied auf, so wird der Ausdruck ebenfalls fiir 
Richtungswechsel brauchbar und begriindet hiermit die Zulassigkeit 
der Einfiihrung einer linearen Abhangigkeit der Widerstandshohe 
von V, bei Untersuchungen mit Richtungswechsel der Bewegungen. 
Siehe den Artikel ^WasserschloBprobleme'' des Verfassers: Schweiz. 
Bauzeitung Bd. LII, Nr. 21, 23, 24, 25. 

Werden die Koeffizienten a, c, ... = gesetzt, so folgt: 

in welcher Form der Ausdruck ebenfalls das Zeichen mit t; wechselt. 
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g) Das doppelwandige Profil. 

Fur ein Rohr mit ringformigem kreiskonzentriBohem Quersohnitt, desaen 
innere Begrenzungsflache den Radius r* hat, ergeben mch die Ihtegrations- 
konstanten der Oleichungen wieder unter der Annahme des Haftens an beiden 
Wanden, also v^O bei r-^r^ und r = r^ aus den Oleichungen 



und wenn r« > o i^ 






und hiermit 

K 






(r.»-r«)-^T>g-*"- 



" © 



^VV + ^iat^ + bv^-j- . . .) 



mit a = & = c=... = gilt die Gleichung filr die Bewegung mit Reibung 
allein und kommt in Vbereinstimmung mit der beziiglichen Formel in Lambs 
Hydrodynamik, S. 674. 

h) Erganzungen. 

Die angenommene Stromungsform und GeschwindigkeitByerteilung 
setzt voraus, daB die Verteilung des Energieflusses fiir alle Querschnitte 
gleich ist und also auch beim Eintritt in das Stromungsgebiet vorhanden, 
d. h. im Zustromungsraum vorbereitet worden sein muB; andemfaUs 
tritt Unstetigkeit der Stromung im Rohr ein entsprechend den 
Versuchen von Reynolds (Seite 9); die Einfliisse der Widerstande 
miissen dementsprechend auch konstant auf die ganze Lange des 
Stromgebietes sein; ist dies nicht der Fall, sondem sind dieselben 
veranderlich, so ist die durch die Formeln erhaltene Beschreibung 
der Zustande nicht richtig; es waren fiir U und Funktionsformen 
zu wahlen, durch die diese Einfliisse zum Ausdruck kommen; z. B. 
fiir genietete Rohre mit gleichlangen Schiissen waren $ und U als 
periodische Funktionen einzufiihren. 

In Fig. 38 und 39 sind die Diagramme von zwei MeBversuchen 
dargestellt, die mir von der Firma Escher, WyB & Co. in Ziirich 
zur Verfiigung gestellt wurden; dieselben geben die mittels Pitot- 
rohren bestimmten Geschwindigkeitskurven an einer Bohrleitung der 
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Anlagen am NiagarafaU; es lafit sich aus demselben einerseite die 
ausgleichende Wirkung der Turbulenz, andererseits die Zidassigkeit 
der Annahme einer geordneten Geschwindigkeitsverteilung der Haupt- 
bewegung im Sinne der verwendeten DarstellungBweise erkennen. 




56 'W W ^~W 90 
Duixhmessv fks fhhres kt Zo/f 



Fig. 88. 




50 €0 70 90 90 
Ourchmesser (ka /hhr§s in Zo0 



Fig. 39. 



Die Verwendung solcher Versuchfiresultate wird die Bestimmung 
der Funktionflform von X ermoglichen. 

Die Form ^ss(y;^ — \p)\ entspricht den vorliegenden Diagrammen 
nur teilweise; in einer folgenden Untersuchung wird eine Form von X 
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— aUerdings bei anderer Stromungsform — gefunden werden, die 
auch die Einsenkung der Kurve in der Mitte enthalt. 

Es diirfte durch die bisherigen Erorterungen bestatigt Bein, daB 
die vorgeschlagene Darstellungsweise die Beschreibung des Stromungs- 
vorganges und die quantitative Bestimmung der einfluOnehmenden 
GroBen fiir Stromungen im kreiszylindrischen Rohr ermoglicht. 



B. Elliptisches Profit. 

Nach der in Lambs Hydrodynamik auf S. 675 fiir die Bewegung 
mit Reibung durch ein Rohr mit elliptischem Querschnitt angegebenen 
Geschwindigkeitsformel ergibt sich fiir diesen Fall die Isotachen- 
gleichung 



mit r^ und r^ als Halbachsen der Wandellipse; sind y^ und z^ die 
Koordinaten der letzteren, so wird an der Wand v = entsprechend 
dem Haften der Fliissigkeit an der Wand. 

Setzt man 



SO >verden die v^-Flachen als Zylinderflachen mit Erzeugenden parallel 
zur Z^-Achse und mit der Wandellipse ahnlichen und zu demselben 
konzentrisch gelegenen Ellipsen dargestellt; mit r^ = r^ = r, d. h. 
fiir den Kreis wird tf = y^ -\- z^ = r'^ wie friiher. 

Die Isotachengleichung erscheint in der Form 

yh J— 

so daB G = Y~^ > Va — V^ = /" ^^^ v = G yA ju gesetzt werden kann, 

womit der AnschluO an die verwendete Darstellungsweise erreicht und 
die Stromung als Schichtstromung gekennzeichnet ist. 

Von den Formfunktionen sind mithin (p = x und tp bestimmt; 
X ist noch wahlbar; mit Riicksicht auf die anschlieBende Bestimmung 
der Tangentialspannung wird dies zweckmaBig in solcher Weise er- 
folgen, daB die ;|r-Flachen nicht nur orthogonal zu den 99-Flachen 
{<p = x)y sondern auch orthogonal zu den y-Flachen, also ebenfalls 
Zylinderflachen mit Erzeugenden parallel zur X-Achse sind, deren 
Leitlinien sind hiemach als orthogonale Trajektorien der Ellipsen 



i 
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zu bestimmen und haben die ;^-Flachen und ^^-Flachen der Gleichung 
zu geniigen: 

da nun 

Bind, 60 folgt 



Oder mit 



dy dy dz dz 



dtp 4rj^ dtp 4r^^ 

'^ ~ ♦-.' + V '^'' 'dz- »7— "»•»' 



die Differentialgleichung fiir die Bestimmung der ;^-Funktion: 
Dieser Gleichung wird durch jede Funktion des Argumentes 



entfiprochen, man kann daher 



4r« ^^ 4r» 



4V "^*^ W 



als Gleichung der ;^-Flachen betrachten und erhaJt somit die Form- 
funktionen: 

^ 4V ^^ 4r.» * 21f 2^-' 

wenn man zur Abkuizung 



''.' + V ' V + r», 

schreibt; es wird bierbei Jf-f-^=2 

Au8 der ersten der Gleichungen IV folgt: 

(dtp dx_dw ^x]^^_(M _y , ^ A 
\dy dz dz dy) . \n' z"^ M' y) 

^ M^ y^ + N^z^ 
~ MNyz ' ^ 

P r &i i 1 , TeehDiscbe HfdrodyDamik. 1 1 
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und somit v = — --,~^ ^^ ^ ). 

Da jedoch v eine Funktion nur von y und z, <p eine Funk« 
tion nur von x ist, so wird 

dip dv d(p dv .dq> dv 

dx dx dy dy dz dz 

also V*9^ = 0, d h. die Stromung hat Potentialtorm. 
Es werden femer: 

^=1, 5 = 41f«y^ + 4J/«^^ C = — ^+ ^ 



"" 4M^N^y''z^ ' 

Nach Gleichung IX S. 60 ist: A = v^ BCeiii^ cj; da wegen der Ortho- 
gonalitat sineo = l ist, folgt: l=v* BC, was mit den Werten fur Aj B, C 
ubereinstimmt; femer folgt hiermit: 



V 



^ = yB = -iMNyz. 



wovon spater Gebraneh gemacht wird. 

Um nun zu kontrollieren, ob die mit X = \p^ — f^f bestimmte 
Geschwindigkeitsverteilung dem allgemeinen Reibungsnetz entepncht^ 
sind wie friiher die Oberflaehenkrafte zu bestimmen: um Wieder- 
holungen zu vermeiden, werden nur die notwendigsten Untersuchungen 
durchgefuhrt. Ein von je zwei benachbarten 99-, y;- und ;i;-Flachen 
begrenztes, wegen der dreifachen Orthogonalitat dieser Flachen eben- 
falls dreifaeh orthogonales Element hat die mittleren Seitenlangen 
(siehe Fig. 40 und Gleichungen VIII): 

dSfp = -—zr. dw = dw 






^) V ist zwar nicht im ganzen Raum, aber langs der Bahnlinien kon- 
stant, besitzt somit die Eigenschaft einer ^-Funktion; im vorliegenden und anch 

in den nachstfolgenden Fallen ist die ganze Wirbelfunktion f* = — nur von yp 

abhangig und charakterisiert somit Schichtstromung. 
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und die Inhalte der Flachenelemente 

df^ = {_\_ auf die 9?-Linien) = 

dfx = il. » » X' r ) = ^5<p-^5,,,= 
Werden bezeichnet 



dSyf'dSj^ 
dStp ' dsj^ 



vdxpdx 
vV Bdq)dx 
v^ Cd(pdyf 



In Bichtungen der Linien 


1 


X 


Die Pressungen mit 


P<P 1 Pw 


Px 


Die Spannungen an der ;^-Kante mit 


Px ' Px 

1 



Wirksam auf den Flachen df^p 



dfy, 




P<P = 



df. 



Fig. 40. 
(p^ und py, entf alien wegen SchiehtBtromung), so folgt: 

}^dU-{p,dU + ^-^f^^d<p)] 
+ [pxdfx + {pxdfx + ^^'-dy]) 

==' — [j-^P'p)d<pdyjdx—^-(Px'yVB)d(p. dy?. dx^ 

Fiir die Funktionen V und ^ und die Komponenten von W ergeben 
sich gleiche Formen wie beim kreiszylindrischen Rohr; es wird dem- 
entsprechend: ^ g _ 

11* 
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V ifit unabhangig von (p. Wird analog wie friiher Gleichheit der 
Pressungen am Netzelement, d.h,p^=py,=pj^ = p = K — k^tp an- 
nommen, so folgt: 

^^ — *»' °°** 

Nun ist nach dem Reibungsgesetz 

dv dv dip rj dt^ 

^~ ^ dSy,~ ^ dy) dsy,~ vVC dtp ' 

dv 
mit V = G^{tp^ — tp), wird: — = — (?^, 

somit: 



tp,.VB = ,G±y^ = rk, 



Femer ist: 1/ — = — 4MNyz demnach: 

dy) Y C dy) \ oy dy> cz dy>^ 

Nach dem Schema VII, S. 60, sind 

dtp A ^* dz 2N z ' 

dz ^ a,y, — a,Y, y=^Ay= Li^ 

dy> A ^* dy 2My ' 

Bomit 

Dies gibt schlieOIich: 
Oder 

in Ubereinstimmung mit den Resultaten am kreiszylin* 
drischen Rohr. 

Fiir die Bewegung mit Reibung und Turbulenz im elliptischen 
Rohr erhalt man durch den allgemeinen Ansatz: 
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1 [ dv , I f dv* , ^dv* V 

2r ^ 2 r ^ 
Die Isotachengleichung mit xp = y*r"2— t^ttt "I" ^^ ^~ 



rJ + r, 



C + r^ 



4! 



(v, 



yi 



y>) = tiv-\-^—{av*-\-bv*-\- ) 

h.. 
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die wieder mit a = 6 = in die Lambsche Gleichung fiir Be- 

M^egung mit Beibang allein iibergeht. 



Lamb hat die Formel fiir die Geschwindigkeit im elliptischen 
Rohr aus der Differentialgleichung abgeleitet 



die sich ergibt, wenn man in den Fundamentalgleichungen fiir die 
Bewegung mit Beibung (siehe Seite 21) t;^ = t;, t;^ = 0, t;, = setzt 

und- ^ = ist; es reduziert sich dann die erste dieser Gleichungen 
ox 

auf den obigen Ausdruck und ist hierdurch ein einfaches Mittel 

gegeben, um untersuchen zu konnen, ob im geraden Rohr mit be- 

stimmter Wirbelf miktion ju Stromung mit innerer Reibung unter Be- 

stand konstanten relativen Druckabfalles moglich ist. 

Diese Bestimmungsgleichung kann zweckdienlich der DarsteUungs- 

weise mit Formfunktionen angepaOt und gleichzeitig der Beweis er- 

bracht werden, dafi die Isotachengleichung: 



I 



(y,^—y,) = k 



»7 V + i- (fl t;^ + ^ t;» + c V* + . . . .) 



S/ 



mit 



?> + ?!_Y-=A = konst. 



8 



II 



als Bestimmungsgleichung fiir yf die Fundamentalgleichungen fiir 
Schichtstromungen in geraden Rohren mit Reibung und Turbulenz 
erfullt. 

Differenziert man die Gleichung S^ nach %py so erhalt man, da 
infolge der Schichtstromung 1; nur eine Funktion von rp ist 

— , =* »7o f-f-U:; h^^^ \-<^-^ h---- 

I L'av ^ K^ ^w ^v ^w f 
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Nach der friiheren DarsteUung im dreifach orthogonalen Koor- 
dinatennetz 9?, tp und x wird 

Mit 



, 1 [ dv , ylf dv^ , \] 



te 

und 



—yK 



ki vVc 



V 



§-'B 



folgt: 

a^ * dtp hi kl dtp^ ' ® / 

Die Funktionen tp und x ^ii^d miteinander durch folgende Gleichungen 
verbunden 

dtp^ dx^ dtp^ dx 1^ 

dz dy dy dz v 

enteprechend der ersten der Gleichungen IV, 

dy dy dz dz 
entsprechend der Orthogonalitat von \p und x- Dieselben ergeben mit 

1 dtp 



Oder 



ay 




1 

vB 


. - -1 - • 

dz' 


dz 



+• 



vB dy 



dtp 

dy dz 

Nun wird 

d , ^. dvB dy , dvB dz 

ly B) = • , 

dtp^ dy dy) dz dtp 

und da nach dem schon friiher benutzten Schema VII Seite 60 

d^y^X ^^= ?_?_ 

dtp dz ' dtp dz 

Bind, so folgt 

{vB) = -- ~^v --^.r. 



dtp^ dy dz dz dy 
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Aus dem zweiten der Werte von vB folgt durch partielles 
DifiFerentiieren nach y 

dtp 



dvB 1 d^xp dy a 






^y ^ ^r IW ^^ 

dz \dz) dz 

und aus dem ersten der Werte von vB durch partielles Differen- 
tiieren nach z 

dvB 



und somit 



dz dx\d^ 

dy 



^X\dz^'^ dz-dy) 



Oder 






— y^ = -y^vv*v, 



welche Gleichung mit V'v^^"^ erfiillt wird; die Zulassigkeit der 
Isotachengleichung Sj mit Sjj als zugeordneter Bestimmungsgleichung 
fiir die Formfunktion \p ist hiermit begriindet. 

Mit ^-=4 und v; = y«. lrL^+^^^^ geht S, in die 

Isotachengleichung fiir daa elliptische Rohr, — mit y; = — in jene 

fiir das kreiszylindrische Rohr (iber mit a = h=^c = = nimmt 

Sii die Form fiir Bewegungen mit Reibung allein; mit »; = 0, a = 
5 = = 0, c=^c die Form fiir Bewegung mit Turbulenz ent- 

sprechend der vereinfachenden Annahme n^=(\p^ — \p^ an. 



Verfahren der graphisohen Fnnktionen-Additioii. 

Durch den Bestand der Gleichung Sjj ist ein graphisches Ver- 
fahren fiir die Konstruktion der Leitlinien der ^^-Flachen in einer 
^Flache, also der ;|^-Linien gesichert, namlich die graphische 
Funktionen-Addition. Ist namlich 

V = Vl + ^2 + Vs + • • • • Vi + Vi- + t 

eine Summe von Funktionen von y, von denen v'l > W^ ^©'^ 

Gleichung Sjj geniigen, wahrend die iibrigen der Gleichung V*V = ^ 

entsprechen^ so ist ersichtlich, daB auch %p der Gleichung S^^ geniigt. 

Zeichnet man nun einzeln die den Funktionen V'l * " • Vt ^^^ 

sprechenden Linien in solcher Reihenfolge, daO die Funktionswerte 
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der Linien je eine der Funktionen y) in arithmetischer Reihe folgen, 
so kann man in erster Linie diejenigen Schnittpunkte, der den Funk- 
tionen Y'l und yf^ entsprechenden Linien verbinden, deren Funktions- 
werte algebraisch addiert gleichen Wert ergeben; man erhalt eine 
Kurvenschaar V'l "I" Va > ^® bereits der Gleichung S^j geniigt, und 
bei fortgesetztem Verfahren erhalt man wieder neue Kurvenscharen 
mit derselben Eigenschaft. 

Als partikulares Integral von S^j ist fiir die Bestimmung von 
V^-Funktionen fiir Rohren, die allgemeine Kegelschnittsgleichung 
wichtig, die mit spezialisierten Konstanten die Kreisgleichung oder 
die friiher angegebene Ellipsengleichung enthalt; der Gleichung 
V V^ = entsprechen alle Linienscharen konformer Grundnetze; 
deren analytische Darstellung ist durch die auf Seite 72 bemerkte 
Eigenschaft der Funktionen komplexer Argumente gegeben; durch 
Beifiigung einer Konstanten kann jederzeit die Wertverteilung der 
Funktion einem bestimmten Grenzwert angepaOt werden. 



C. StoUenprofile 

als Beispiel der Bestimmung von Rohrprofilen und deren Isotachen 

durch graphische Funktionen-Addition. 



y^ = 0,0475 + [{z — If + y^] — 0,48 Ig V{z^ + y^) 
ist ein partikulares Integral der Gleichung S^; es wird mit 

dz^ "^ dy 

,^., = 0,48 Ig V? +p entspricht der Gleichung ^-^ + %^ = 0; denn 

dz dy 

es ist 

z 



--L'l-Ili 4 h S 



igV^'+j/*^ — ^=^==4— _=^==+ 



dz " V««4-y* 2 V^«-|-y* «» + y 






« z* — »« 









az' ' ay^ 



0,0476 ist eine Konstante, die fiir z=l,2, y = 0, d. i. dem Ort 
des analytischen Minimalwertes von y;, denselben zu Null macht. 
Unter Hinweis auf die Fig. Nr. 41 wird bemerkt: 
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Vj wird darch Kreiee dargeetellt, die konzeotrisch urn den Punkt: 
»=1, y = mit dem Wert yti=r* gezogen aind; es wird fUr: 

^, = 4-0,00 +0,10 +0,20 +0,30 +0,40 +0,60 +0,60 
r = 0,000 0,316 0,447 0,548 0,632 0,706 0,776 

V, wird durch Kreise dargestellt, die konzentrisch um den Punkt 
2 = 0, y^O gezogen sind; ee wird fiir 

i^, = _0,20 —0,10 —0,00 +0,10 +0,20 +0,30 
e = 0,669 0,812 1,000 1,232 1,518 1,868 



Fig. 41. 

Die VerbindungBlinie der Schnittpunkte der Kreise 
Vi=0,4 0,3 0,2 
Vj = 0,2 0,1 0,0 



bat wegeo 



V, 



— w. = 0,2 
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und der Konstanten = 0,0478 den Wert 

yj = konst. -\-tPi — Va = 0,2476 , 

das ist mithin der Wert der durch diese Leitlinie dargestellten Form- 
flache tp usw. Es wird, wenn man die Flache v'a = ^>2975 als Wand- 
flache der Rohre nimmt 

fiir Stromung mit Reibung: fi^ = \p^ — \p 
fiir Stromung mit Turbulenz: /*^ = (v^^ — V')^ 

Im rechtsseitigen Diagramm ist der Wertverlauf dieser Funktionen 
langs der Symmetrieachse des Querschnittes dargestellt; die Form der 
X^-Kurve entspricht der ausgleichenden Wirkung der Turbulenz. Die in 
den Figoren und Tabellen angegebenen Zahlenwerte sind Verhaltnis- 
T^erte, indem entsprechend der grundlegenden Annahme fiir die Dar- 
stellung der Funktionen 9?, xp und x deren Veranderliche, d. h. die Ko- 
ordinaten als VerhaltnisT^erte in bezug auf eine bestimmte Langen- 
einheit I eingefiihrt sind, als T^elche im vorliegenden Fall die Ent- 
femung des Mittelpunktes der Y^^-Kreise vom Koordinatenursprung 
genommen ist; hierauf muB bei Beniitzung dieser Werte Riicksicht 
genommen werden. 

Es werden somit, wenn I die in Metem gemessene Lange der 
Bezugseinheit ist: 



die Breite des Querschnittes 
„ Hohe 



» 



>? 



der Flacheninhalt des Querschnittes f^ 
„ Umfang 



Profilsradius R 



»> 



>j 



9J 



« 



= l,18Zm 
= l,OZm 
= 0,953 P «- 
= 3,480 1 m 
= 0,247 Zm 



xp = 



Der Funktionsausdruck fiir \p bringt in der Form 

V0^0475 V ^ \(z /V . (y\^^ f/Vo 



I 



)+[(f-i)'+(i)' 



r^ vivfi 



die Eigenschaft seiner Glieder als Verhaltniswerte zur Darstellung 
und erkennt man, daQ die t)berfiihrung der Funktionswerte ins 
metrische MaBsystem bei der vorliegenden Form deren Multiplikation 
mit /- erfordert. 

Hiermit ergibt sich die allgemeine Isotachengleichung 

y:?T-^'(Va — V') = ^t; + ^(ai;« + 6i;« + cf;* + ....), 



4i 



u» 



die wieder mit a = h^=^c= = fiir Stromung mit Reibung 

allein, =0, a = 6 = 0, c = c fiir Stromung mit Turbulenz unter 
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der bereits in den friiheren Fallen vereinfachenden Annahme fiir X 
ven^'endet werden kann; as werden also 

/i^ = i^(v;^ — yi) fiir Stromung mit Reibung, 

Mt = VT(v„ — v')* „ „ „ Turbulenz 

und hiermit 

h 

P (V^a — v) '^^ Stromung mit Reibung, 



V 



^TjL 



v = c ^y-^jVT{y*^ — ip)^ fiir Stromung mit Turbulenz. 

1 f" 
Die Bestimmung der mittleren GescliT^indigkeit v^ = '—Jvdf 

faO 

kann nun entweder durch Integration nach Wiedereinfiihrung des 
Funktionsausdruckes von xp oder aber einfacher durch tTbergang zu 
dem durch die Formflachen gebildeten Koordinatennetz erfolgen; die 
in der linken Figur 41 abgegrenzten Teilflachen haben folgende In- 
halte: Die innere Flache 0,153 l^, die Ringflachen 0,160 l^; das kann 
durch Planimetrierung ermittelt werden, ergibt sich iibrigens aus 
der Eigenschaft der Flachenteilung durch das Netz. 

Bezeichnet man allgemein den Flacheninhalt einer Teilflache 
mit Af und mit /i^ resp. /u^^ die rechts abzulesenden Mittelwerte 
von ju fiir die einzehien Teilflachen, so folgt wegen v = G»^ fiir das 
Volumen pro Zeiteinheit (DurchfluBmenge) : 

V=G2'fi^AF 

und man erhalt folgende Tabelle: 



AflJ^ 


f^^l^ 


Minjl^ 


l^rm^m^ 


t^im^f/l'' 


0.153 
0,160 
0,160 
0,160 
0,160 
0,160 


0,258 
0,225 
0,170 
0,120 
0,070 
0,025 


0,732 
0,689 
0,645 
0,592 
0,520 
0,320 


0,0436 
0,0360 
0,0272 
0,0196 
0,0112 
0,0040 


0,1120 
0,1118 
0,1031 
0,0947 
0,0832 
0,0512 


0,953 


Sum 


men 


0,1416 


0,5560 



und dementsprechend. 



7=0,1416 



^fjL 



I* fiir Stromung mit Reibung, 



7= 0,6560 c-1 V^^VT fur Stromung mit Turbulenz; 

es ergeben sich mit f^ = 0,954 P fiir die mittleren Geschwindigkeiten 
die Formeln: 



StromuQgen in geroden fiohren. 

vk 
«— 0,1485— * I* fur Stromimg mit Reibung, 



V 2L 



V( fur Stromung mit Turbulenz. 



= 0,029 - 



Au8 der Gleichung fur w^, folgt: 

welcher Auadruck fiir die Bestimmung von 
c durch den Versuch an einem in der vor- 
liegenden Profilsform mit beetimmter Ein- 
heitslange I auagefiihrten Stollen von der 
Lange L dienlich ist; ee bedarf der 
Messung der DurchfluBmenge v und der 
faierzu notigen Hobe h^; v^^ ist bestimmt 

V 
durch — ; natiirlich hat man durch Ge- 

schwindigkeitemesBungen zu kontroUieren. 
ob die Anordnung der laotachen der For- 
me! fiir /i, entfipricht. 

Man kaon c auch in Verbindung mit 
dem Bielschen Koeffizienten a bringen 
durch die Beziehung: 

L r'" 0,2471 "■' v/o;o29 ' 
0,029 , „,,. , 



Addieit man zur gefundenen y>-Funktion graphisch y, = y* nach 
beistehender Fig. 42, so wird — ^ — ^ + 6; die neue Form erfiiUt 
somit die Gleichung Sjj und gibt ale allgemeine laotachengleichung 

^{v.-v) = 1'' + ^(»«' = '"" + e"'+ ■■ ). 

yh 
die mit o=6 = c = = die Formen v ^ ^ — y (Vo — v) f "f Be- 

wegung nut Reibung und vereinfacht, wie fruher, mit 17=^0, 0=^0. 

6 = 0, c = c, V =^ c~^\/ - T-*^— (v'„ — y>)^ fiir Bewegung mit Tnrba- 

lenz annimmt. 
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Auf diese Weise ist es moglich, breite oder hohe, oder, wenn 
man aufierdem noch im Glied (z — 1)^ statt 1 einen andem Wert 
einsetzt, typisch eiformige Profile zu erhalten, wie solche als Stollen-. 
profile verwendet werden. 



D. Rechteckiges Profil 

alfi Beispiel der analytischen Bestimmung von Isotachen mittels 

Beihen bei gegebener Profilform. 

Funktionen von der Form: 

m^Z^cosni^yj oder m„K^co8n(|£^j, 



worm: 



sind, erfiillen die Gleichung —^-j-— ^ = 

bei alien Werten der Konstanten m^, m„, e (n ist hierbei der Beihen- 
gliederindex), denn man erhalt z. B. 



1 
dz 



^^nYn^n\^zej = — m^{n^€J Y^coBn\^€zj 



o "5 W*« y« <508 

daher die Summe = 0. 

Die Funktion y^ = Af^j -|- k^ z* -)- k^ y^ erfiillt mit k^^ k^ und k^ als 
Konstanten die Gleichung Sjj, denn es wird 

Mithin ist dies auch der Fall, wenn angenommen wird 



es wird 



+ *, 2»n,y,co8«(|-«^). 
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Fiir die Werte « = + 1 und ;? = + — nehmen die Funktionen 

e 

Z^ und Y^ spezielle Werte an, und zwar 

n n n Ji nn nn 

die Kosinuse werden hierbei gleich Null. 

Nun besteht (siehe Riemann-Weber: „Die partiellen Differen- 
tialgleichungen der mathematischen Physik", Bd. I, Seite 69 und 70) 
die trigonometrische Reihe 

— cos a? -|- J COB 2x — I cos 3 a: -f- -j^ cos 4 a: — 

„5i n* •- 12 

mit dem Konvergenzbereioh x = + ;i; man kann daher setzen 



n* 



2 — 1~ °°^ « « == i «* — 7^ 



^^L__coen(-yj=-(-vj-j^ 

(n \ l(n \» n* 



n = l W 
n = l W 



Die Konstanten m„ und m^ seien nun durch die Gleichungen 
bestimmt 

^n On ^9 » ^n Dii j^« > 

hiermit kann man den Ausdruck von yj umformen; man erhalt: 



« (_i)» r /;, \ 



=1 »' ?)« 

und es ergeben sich unter Beriicksichtigimg obiger Reihensummen 
als Punktionswerte fiir xp bei y == + 1 also 

• 1=1. cos«(f)y=o, 

bei « = i — *l80 — 5=1, cosnl— )c2 = 0, 

6 On ^"•' 



I 
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werden nun 

4 ^ 

*4 = — *i 7 tq und ij = 



(f-r (?)' 



eingesetzt, so verschwinden die Glieder mit y^ und z^ und es folgt 

V/ = *o + *9 + *4 ^ = *o + *« + *! 7 -^-J^ 

4 

v'// — *^o-i-7^ — *8i2 — ^^o-r^i-*^ "^'12 

Wird noch APj = e*ife2 und k^ als willkiirliche Konstante == 1 
gesetzt, so ergibt sich 

k,=k^ = — 4\^j und v'/ = V// = *o + (l+ y) 

als Funktionswert von w sowohl bei w = + 1 als auch bei 2; = + — , d. h. 

~ ~ e 

\p hat langs der Geraden y = + 1 parallel zur Z- Achse 

und „ „ „ ^ = + - „ „r-„ 

e 

denselben Wert oder mit andem Worten, das durchdiese Ge^ 
raden abgegrenzte Rechteck ist die Leitlinie einer yj- 
Flaehe mit Erzeugenden parallel zur X-Achse und kann 
dieselbe als Wandflache eines Kanals mit rechteckigem 

Profil im Seitenverhaltnis — ^ = — senommen werden. 

2z 1 ^ 

Fiir z = und y = nehmen Z^ und Y^ durchweg den Wert 2 
und die Kosinuse den Wert 1 und daher die Summen die Formen an: 

TT v(— 1)" 2 _. '(—!)- 2 

^'=^ n^-3. "^^- ^"=^-^ a:' 

deren Glieder sehr rasch mit wachsendem n klein werden, da n 
und ?)^ resp. (£^ im Nenner sind. 

Soil nun im Koordinatenursprung ^^ = werden, so muB sein: 
k^ = — k^21 — t, 2*11 = 4 W^-^*! + 2*11) 
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und folgt hiermit als endgiiltige Eormel fur yf zur Bestimmung der 
obigeii Leitlinien: 

-*(l)'(f'+-)+(--'-)-^a)'Ll.^^|«"f". 

+l.'^l-{f")]- 



Femer: 






, SS (-1)" Yn » 1 
«=i n* f), 2 J 

Die Isotaohengleichung wird 

''*" (v« — v) = '?« + T^(av* + 6«* + ct;*+...) 



2(l+e'»)i 
and hiermit epezialisiert wie f ruber: 

^^ 2(l+1*)nL ^^'~'^^ fur Bewegung mit Reibung, 



v==c * l/— 7==~= — (v- — v)*'* fur Bewegung mit Turbulenz. 

Ftir die rechnerische Verwendung ist noch die Einheitelange { 
einzufuhren; es ist die Lange der in der Y-Acfase liegenden Halb- 
achse des Becbteckes; die Funktionswerte von y} sind wieder mit 
t* zu multiplizieren und dementspreobend die letzten Ausdriicke fur 

V mit P reap. ZVT. 

Die Bestimmung der DturchfluBmenge wird nacb Zeichnung der 
Netzlinien, wie im fniberen Beispiel, durcb Planimetrierung und Be- 
recbnung der TeUvolumina entsprecbend den aOgemeinen Gleicbungen 
erfolgen: 

AV=vAf; y=aZfi^Af. 
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P 
und da die Rechtecksflache f — 4y z — i- ist, folgt: 

'^«r=g^jYTe^)V^*^''^^'-'»'^^ ^^^ Stromung mit Reibung 



v^^^=^' c~^y - . ^ ^—-2- • V/ 2*//^^ J/*furStromung mitTurbulenz. 

Mit 8 = 2 erhalt man f^==2P und bei Beschrankung der Rech- 
nung auf drei Reihenglieder ^^=1,073 und hiermit bei Teilung 
des Rechteckes in sechs Teilflachen: 



Da 



t^«r= 0,0527 ^Z« reap, t;^, = 0,650 c"*]/^ Vz . 



ft— B — n-— f 



Z„_ e' -\-e ' "t('-7) i +«-""' 



und ebenso 



3t . ^^ . n 



werden und innerhalb des Rechteckes w <C 1 ; z < — sind, so ist zu 

e 

erkennen, daB die Werte dieser Glieder mit wachsendem n abnehmen, 

und da dieselben in der Summe noch mit ^ multipliziert sind, so 

rr 

wird hierdurch die Konvergenz rasch gesteigert; so daB bei kon- 

kreten Rechnungen die Gliederzahl auf drei bis vier beschrankt 

werden kann. 

Die Form der durch diese Gleichung bestimmten ^-Linien nahert 
sich gegen den Rand zu dem Rechteck, gegen die Mitte der Ellipsen- 
form mit dem Halbachsenverhaltnis l-.e; die Koordinatenachsen F, Z 
sind Symmetrieachsen der Leitlinienschar. Dies wurde erreicht durch 
Verlegung des yf = 0-Wertes in den Koordinatenursprung; eine andere 
Zuordnung hatte unsymmetrische Verteilung der Leitlinien ergeben; 
symmetrische Verteilung erfordert auch symmetrische Zustromung. 

Versuche iiber die Geschwindigkeitsverteilung im geschlossenen 
rechteckigen Kanal liegen nicht vor, hingegen solche in offenen 
Kanalen: 

Die Resultate der Versuche von Dr.-Ing. Kaplan, die in der 
Z. A Ver. deutsch. Ing. Bd. 56, Nr. 39 im Artikel „Die Gesetze der 
Fliissigkeitsstromung bei Beriicksichtigung der Fliissigkeitsreibung und 
Wandreibung^ veroffentlicht sind, stehen hinsichtlich der Verteilung 

Praiil, Technische Hrdrodynamlk. 12 
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und der Form der Isotachen in Wandnahe in guter Ubereinstimmung 
mit den theoretischen Resultaten. 

In den Figuren Nr. 43 und 44 sind leotachen dargestellt, die 
au8 Versuchen im Kanal der hydraulischen Abteilung des Maschinen- 







-*-J 



Fig. 43. 







"HW- 



Fig. 44. 



laboratoriums der eidgenossifichen technischen Hochschule in Zurich 
abgeleitet wurden; dieselben zeigen exzentrische Stromung, jedoch 
typisch die gedrangte Verteilung in der Wandnahe. 

Mit diesem letzten Beispiel ist gezeigt, wie durch Anwendung der 
Hilfsfunktionen Z^ und Y^ unter Beniitzung passender Reihen die 
V^-Funktion fiir bestimmte Rohrformen ermittelt T^erden kann. 
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Die Linienscharen dieser Hilfsfunktionen gehoren konformen 
Grundnetzen an und ist aus der Form der Gleichung fiir tp zu er- 
kennen, daB die SchluBform wieder durch Addition der Funktion y; 
mit den Hilfsfunktionen entsteht und daher auch graphisch bestimmt 
werden kann. 



Die wesentlichen Ergebnisse dieser Untersuchungen am geraden 
Rohr sind folgende: 

Die Stromung in geraden Rohren kann als geradlinige Parallel- 
stromung entsprechend der Formfunktion (p = s betrachtet werden; 
hiermit ist dieselbe der Form nax^h eine Potentialstromung. 

Fiir jedes Profil konnen Formfunktionen yj gefunden werden 
yon der Eigenschaft, daB die Stromungsgeschwindigkeit in diesen 
Machen xp konstant anzunehmen ist; die v^-Flachen sind dem- 
nach gleichzeitig Isotachenf lachen. Fiir die Verteilung der Ge- 
schwindigkeit auf die einzelnen Flachen sind Funktionen ju bestimm- 
bar, die selbst tp als Argument besitzen und je nach dem Vorhanden- 
sein von Reibung allein oder auch von Turbulenz bestimmte Formen 
annehmen, die mathematisch mit beliebiger Annaherung beschrieben 
werden konnen. 

Es charakterisieren somit die Isotachen die Art der Wider- 
stande und kann deren experimentelle Bestimmung eine Grundlage 
liefem fiir die weitere Erforschung des Wesens der Widerstande. 
Siehe hieriiber auch die von Kaplan an angegebener Stelle ent- 
wickelten Anschauungen. 

Fiir die Aufzeichnung ist natiirlich das graphische Verfahren des 
Beispiels der Stollenprofile das giinstigste; die exakte Bestimmung der 
Isotachen auf dem Versuchswege erscheint geeignet, iiber die Ver- 
teilung der Widerstande bei verschiedenen Profilen zweckdienlichen 
AufschluB zu geben. 

Es liegt nun nahe, diese Ergebnisse auf andere Stromungsformen 
auszudehnen. 



12* 



3. Meridlonale Strdmuiigen in Rotations- 

hohlraiunen. 

Hieninter sind solche Stromungen verstanden, bei denen im 
ganzen Stromungsgebiet die Geschwindigkeitskomponenten der Haupt- 
stromung nur in Meridianebenen liegen; sind hierbei Form und Ge- 
Bchwindigkeitsverhaltnisse in alien Meridianebenen kongruent, so ist 
die Stromung vollkommen achsensymmetrisch; fiir die mathematische 
Darstellung der Formf unktionen wird am zweckmafiigsten das Zylinder- 
koordinatensystem verwendet mit x als Aehsenkoordinate, r als Radius^ 
q als Bogenkoordinate. 

A. Die Bestmimimg der Formfnnktionen. 

Die Bahnlinien sind die Schnittlinien von Umdrehungsflachen mit 
Meridianebenen; T^erden erstere als ^-Flachen, letzere als ;^-Flachen 
eingefiihrt, entsprechend den Beispielen II Seite 79u. f. iiber Netz- 
konstruktionen, so wird ;f = g; hiermit 

ex cr cq 

Au8 den Gleichungen IV',, Seite 86 folgen 

d<p 1 dtp 



dx 




r dr 


d<p 

dr 


= — 


1 dip 

r dx 


d(p 


= 





IV, 



dq 

und durch wechselseitiges partielles DifFerentiieren die simultanen 
Differentialgleichungen 



Die Bestimmung der Formfunktionen. 181 



'9?_, 3^9?^, 1 d(p \_^(^^ dv dip dv\ 



?!^_L?!v!_l ^__i/'^ ^'!j.ivj.l!!n ' ' ' ''^ 

als BestimmungBgleichungen fiir die Funktionen (p und \p, 

Mitv = kon8t. erhalt man Potentialformen; die Gleichungen V^^ 
reduzieren sich auf 



ax* ~^ dr^'^ r' dr 
ax* "^ ar* r' dr~ 



v.. 



Oder mit kiirzerer Bezeichnung 

Beziiglich der analytischen Bestimmung der Funktionen q) und yt 
fiir Potentialformen wird auf die Studie des Verfassers ,,tTber Fliissig- 
keitsbe wegungen in Rotationshohlraumen ^ , Schweiz. Bauzeitung Bd. XLI, 
eowie auf Lambs Hydrod3niamik S. 146f. verwiesen; solche Funk- 
tionen wurden zuerst von Stokes bestimmt und deren analytische 
Theorie ausfiihrlich von Sampsun in „0n Stokes' Corrent-funktion" 
(PhiL Trans. 1891) behandelt. 

Durch weitere spezielle Annahmen fiir die Funktion v erhalt 
man andere koordinierte Gleichungen, z. B. v= £ gleich einer Funktion 
von r gibt 

dx'^dr^^Xr r) dr 

dx^'^ dr* \r r) dr 

1 JB* 

mit R = kr, worin k eine Konstante ist, wird — = und man 

r R 

erhalt 

Das sind dieselben BestimmungBgleichungen T^ie fiir rein zwei- 
dimensionale Potentialformen; fiir meridionale Stromungen geben die- 
selben nicht mebr Potentialstromungen. 
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Von Bedeutung ist der Fall sy^q) = K=konBt., da nach den 
allgemeinen Bestimmungen auf Seite 130 bei solchen Formen wider- 
standsfreie Bewegung moglich ist. 

Das partikulare Integral dieser Gleichung ist 

q)^ = ax^ -\-hr'^ -\-cx-\-d 
mit a, hj c, d ah Konstanten, man erhalt 



ay 



= 2a 



= 2b 



r dr 



V«9? = 2a+46 = A^ 



Andere Formen, die der Gleichung ^^q) = K entsprechen, erhalt man, 
wenn man setzt ^ = 9?i-}-9?2, wobei tp^ als Potentialfunktion zu 
wahlen ist. 

Diese Formen werden fiir die Bestimmung von Schiehtstromungen 
dienlich sein, bei denen I als eine Funktion von tp einzufiihren 
sein wird. 



Fiir die graphische Bestimmung von Potential- und anderen 
Formen bei bekannten v ist das auf Seite 82 geschilderte Verfahren 
anzuwenden. 

Ebenso konnen zusammengesetzte Formen durch graphische 
Addition einfacherer Formen erhalten werden, wobei jedoch Achsen- 
gemeinsohaft zu bewahren ist. 



Die hydraulisoheStromungsgleichung bleibt dieselbe wie friiher, 
wenn man das Stromungsgebiet auf einen elementaren Kanal um 
die Achse oder um irgendeine beliebige Bahn-(9?-)Linie beschrankt. 



Widerstandsfreie Stromung ist moglich bei alien Potentialformen 
und den durch s/^ = K = konst. bestimmten Formen. 

Nach erfolgter Wahl von ist die Funktion v aus der Gleichung 

a* dv , 30 dv ^ 

— . . — = xv 

dx dx dr dr 

und daraus mit der zweiten Gleichung V^^ die Funktion xp zu be- 
stimmen. 
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B. Stromnngen mit Widerstanden. 

Es kommen zwei Hauptarten von Stromungen in Betracht: 

1. Stromungen in Formen, bei denen auch widerstandsfreie Be- 
wegung moglich ist; bei Auftreten von Widerstanden tritt Schicht- 
stromung ein. 

2. Stromungen, bei denen von vomherein widerstandsfreie Be- 
wegung unmoglich ist. 

Stromungen der ersten Art 

In Gleichung XXIII sind die Komponenten von W in analoger 
Weise zu ersetzen wie beim geraden Rohr; man erhalt bei Weg- 
lassung von gdh, d. h. bei Vemachlassigimg der Schwerkraftskompo- 
nenten die Gleichung: 

d{^p\-\-d'^^<^d<p + dV=0 . . . XXXIII^ 

Bei Auflosung nach den Differentialen der Variablen 99, \p^ % 
und Trennung in die drei simultanen Differentialgleichungen entfallt 
wegen Kongruenz der Zustande an jedem Parallelkreise diejenige, 
die die partiellen Ableitungen nach x enthalt; es bleiben 

dtpy^^dq? 2 ' ~ d<p ' dtpy^~dxp 2 ' a^ 
Durch Integration und mit v^GVAju erhalt man: 

-'P + 0^'^lu''^S^d(p-\-V = konBt, . . XIIV 

i 
mit // =- , worin v = einer Konstanten oder gleich einer Funktion ist, 

die aus der DifFerentialgleichung ■^'- — [- - - • ^- = -K" v (K= Kon- 

dx ox or or 

stante), erhalten wird, entsprechend S7^(p = K. 

Bestimmmig der Oberflfichenkrftfte^). 

Zur Orientierung, ob die Funktionen und TJ in ahnlicher 
Weise zu wahlen sind wie beim geraden Rohr oder ob prinzipielle 

^) Ausgebildete Theorien ahnlichen Ranges, wie fiir das gerade Rohr 
liegen fiir solche allgemeinere Stromungsformen nicht vor. Hingegen hat Dr.- 
techn. Ham pel in den ^Technisohen Blattem", Vierteljahrssohrift des „Deat- 
schen Polytechnischen Vereins'' in Bohmen, in den Jahrgangen 1906 und 1908 
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Verschiedenheit vorliegt, sind die Oberflachenkrafte an einem drei- 
fach orthogonalen Element zu bestimmen; man konnte hierfiir wieder 
das durch Zylinderkoordinaten begrenzte Element d^, rdq, dr in 
Betracht ziehen, es erscheint aber zweckmaOiger ein durch die Netz- 
linien der Formfunktionen begrenztes Element zu beniitzen. Wegen 
der den Formfunktionen entsprechenden dreifachen Orthogonalitat 
zwischen den Funktionen A, B^ C ist: A==v^BC, worin 

mit x = q erhalt man 

1 r* 

C == -T < also B= —A. 

Man kann sich die Verteilung dieser Funktionen im Stromgebiet durch 
Aufzeichnung der Flachen gleicher Werte von Ay By C veranschaulichen; es 
kommen dann jedem Punkt bestimmte Funktionswerte tp, tp, Xj A, B, C 
und V zu. 

Die mittleren Langen der Netzkanten eines von je zwei benach- 
barten 99-, tp- und ;^-Flachen gebildeten Elementes haben nach den 
Gleiehungen VIII die Werte: 



V^-' -^ VA^- rVA 



die denselben entsprechenden Flachen sind; 

V 1 

V 

^fx = ^ *V 'dSy, == — dtp dy,* 



eine Reihe von Versuohen unter dem Titel „Experimentelle Studien iiber 
Wasserbewegungen*' veroffentlicht, bei denen die Stromungsform ebenfalls 
durch Farbbander sichtbar gemacht und photographisch fixiert wurde; an Dia- 
grammen, die durch Rechnung aus den Versuchsreaultaten abgeleitet wurden, 
ist der Stromungsverlauf durch Stromlinien, Isotaohen und Niveaukurven er- 
sichtlich gemacht. 

Die Versuche an konischdivergenten Rohren weisen Erscheinungen auf, 
die jenen der Figur 2 auf Seite 2 ahnlich sind, d. h. es zeigt sich eine Ab- 
losung der Hauptstromung von der Wand, wahrend dies bei konisohkonver- 
genten Rohren nicht der Fall ist. 

Es sind auoh die Versuchsergebnisse an geraden Rohien und an Rohren 
mit zentrisch eingebauten Ventilen dargestellt und besohiieben und wird an 
dieser Stelle auf diese Publikationen besonders aufmerksam gemacht. 
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dajs Volumelement wird 



dj = dstpdsy,dsj^ =-y=zdfpdy,dj^f 

\A 

das Massenelement 

S^ = — d T = r ^<P ^v ^7 • 

9 g A ^ ^ ^ 

Die Bezeichnung der an einem solchen Element wirksamen 
Pressungen p und Spannungen p ergibt sich aus beistehender Fig. 45 
und dem Schema 




Fig. 45. 



Es wirken in Richtungen Netzlinien . . 


V 


V 


X 


In der Flache df^ 


P^ 


Px 


t)tlt 




rv 


Tn der Flache df^ 


Px 


Py, 

Pv 


Pt 


In der Flache df^ 


Py 


Px 



Bei den vorliegenden Stromformen und der Annahme des Be- 
standee von Schichtstromung werden wieder p^ , p^ und alle partiellen 
Ableitungen nach x g^^ich Null zu setzen sein; es wird jedoch bei 
Aufstellung des Schemas fiir die Oberflachenkrafte vorerst hierauf 
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Tabelle der 



Herriibrend von 


In Richtnng der 97-Linien wirksam 


Pff. in den 97-Flachen . . 

Py ?5 •? W' »> 

Pz " " PC' » • ■ 


• Pzi^fz) ^' 8^ (*) — + / • V *^*V<»Z 


p^ in den ^-Flachen . . 


• 

senkrecht zu den 97-Linien 


Py, in den ;^-Flachen . . 


senkrecht zu den 97-Linien 


j);j in den 99-Flachen . . 

Px in „ yf- ,, 


Q<P Qr A 
dtp dy)\}/A 7 '^ ^ ' 



keine Riicksicht genommen, sondem die Spezialisierung nachtraglich 
eingefiihrt; ebenso wird noch v allgemein beibehalten, das bei Poten- 
tialformen gleich einer Konstanten ist. 

Bei Bestimmung der Einzelwerte der Komponenten der Ober- 
flachenkrafte sind GroOen, die unendlich klein von mehr als dritter 
Ordnung sind, vemachlassigt und Bogendifferentiale durch den Quo- 
tienten Bogenlange: Kriimmungsradius ersetzt, z. B. geben die Pres- 

sungen (py^dfy,) und {py, dfy,'\--^ — —dy, in der Richtung 9? infolge 

ctp ^ 

ihrer gegenseitigen Neigung im Bogenbetrage -^ eine Komponente, 
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Oberflachenkrafte. 



In Richtung der v^-I^inien wirksam 


In Richtung der /-Linien wirksam 


3_mp,. 6 / r \ 

dtp dtp\\/A ^j "^ '* ^ 

VPxi^fz) / «>8 ^ — + 7 " A *" '' ' 


• 

senkrecht zu den /-Linien 


senkrecht zu den tp-lAniea 


r rA 


senkrecht zu den ^-Linien 


senkrecht zu den ;^-Linien 






d(p 



'q, 



— ' — Px\KK^X 



d(p\}/A 
Px ^ 






'<p^v^x 



senkrecht zu den ;^-Linien 



Py,6U'^=^'^KK^X 



f iir deren Bestimmung das Glied ^^J ^^ 6^^, vernachlassigt und der 
Komponententeil mit 

dSy, Py, V 

Qy, Qy, A 

eingesetzt wird; es wiirde namlich dieses Glied multipliziert mit dem 

d 
Bogenanteil von -^ unendlich klein vierter Ordnung. 

Qv 

Fiir die achsensymmetrische Meridionalstromung wird 

P<p = 0, iJy = 0, 
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68 verschwinden alle partiellen Ableitungen nach x \ omn erhalt dem- 
zufolge: 

^ [ dtpXVAj Qy,VA r A e<p^ dy^yVA 7 ^ 



p.,= 



P,=0. 



q^Va dxi>\A ^) r A dq}\\fA 



-„-(^)-*-^-M.M, 



Qy, A 



Die Komponenten von W in den Richtungen der Netzlinien er- 
geben sich wie folgt*) 

ocp 



und 



w,=o^f-fL^/A + ^^^rA, 

^ 2 dxp V dtp V 

* 2 dx ^ dx r 



W^ wird gleich Null, da alle partiellen Ableitungen nach beiden vor- 
liegenden Stromungsformen gleich Null sind. 



^) Von der Richtigkeit obiger Ansatze kann man sich iiberzeugen, wenn man 
die Transformation aus dem kartesischen Koordinatensystem in die Netz- 
koordinaten vomimmt; es wird z. B.: 

Wtp = Wj: cos (<p x) -p Wy cos ((p y) + W, cos (9? z) 

\A \'A 

mit 

WWW 

wird 

A \A \A \A 

W 
Oder wegen -^=^ 

\A \A \A 

Nun sind 



und wegen /w = — 



'•-«--(f5l+''A«.)+|S 



~^ — ^^""•'o — Pi i' ^ — USW. 

dx V* dip * V* dx 



USW. 
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DieBewegungsgleichungen fur das Element ds^, dsy,, ds^ neh- 
men die Form an (bei Weglassung der Schwerkraftekomponente) 

die dritte Gleiehung entfallt. 

Nach Einsetzen der Werte fiir d^ und fiir die Flachenelemente 
folgt: 






a) 



g A dcpWAJ Qy,A r A g dt A 

y Wy, p V d I r \ pv co^'9 y v^ 1 

g A q^\/a dy} \VA j r A g Q<p A 
Eb muO femer sein: 



I 



und Bomit 



Q 



"v jf ^m» "y « "m 



d<p \Va) Qy, a r A e^ A dtp \\a) g dt A 

Q^ A avlv^ / r-A d(p\VA) ey,A g q<, a 



II 



es wird 



'■■f.^''%*'-^'' 



\dx ^ dy' yl~A Jzy'Aj' 

Nach der ersten der Gleichungen III. ist o^jfii-t-OL^fii-i- Oi^fit = 0t naoh Glei- 
ehung Vc ist 

\ ( dv . dv . dv\ 

und der letzte Klammerausdruck wird gleich 

d Sq) dfpdStp d<p 
mithin 



190 Meridionale Stromungen in Rotationshohlraumen. 

Nimmtman nun in Analogic mit dem geraden Rohr an, daB 
in Richtung der Netzlinien die Werte der Einzelpres- 
sungen gleich dem Mittelwerte, also 

Bind, BO wird hierdurch die Mittelwertsbedingung erfiillt 
und man erhalt durch Subtraktion der Gleichungssysteme I und II 

g A Q^ A dxpX^A) 

g A Qxp A d(p\ \A 
und mit den Werten von W^ und TF^ 

g VA gd(p' VA q^' a dy;\VA 
y Q^Adii\ r_ ydU r_ ^ / p,v 
g 2 dtp v^A g dtp vVa \Qy,'A 

Es muBsen nun ^ und U so gewahlt werden, daO bei 
gegebenen Formfunktionen und gegebenen X = juv aus den 
Gleichungen p^ eindeutig bestimmt werden kann. 

Nun kann man ans den Gleichungen noch Qy, und g^^ eliminieren, wenn man 
die Theorie der Kriimmung orthogonaler Trajektorien beriicksichtigt ; andeit 
man die in den beziigiichen Ableitungen (Seite 64 u. f .) beniitzten Bezeichnongen 
wie folgt: U=<p, V=xff, so werden die Linien der LASchar zu ^^-Linien 
(Schnittlinien der ^^-Flaohen und der ;if-Ebenen), diejenigen der F-Scharen zu 
9?-(Bahn-)Linien, und mit ^ = x, T] = r 

Qa = Qy>, Qfi = Qfpf d8a = dSy} , dBfi = dB<p. 

Aus den Gleichungen IV Seite 57 und a^, aj Seite 64 folgt dann noch, 

daB der in letzteren vorkommende Faktor m =^ — zu setzen ist ; mit diesen Be- 

zeichnungen ergeben sich aus den Gleichungen XV« und XV«: 

d- — — 

1 __ V V 1_ d^A J__ , JL ^"J^ 

Qxp r dstp \A dstp Qtp ^A ds^p 

Es ist wohl zu beachten, daB enteprechend der Entwicklung der Aus- 

driicke fiir die Kriimmungsmasse in den Quotienten -3 — und 3 — die Diffe- 

rentiale sich auf die Flemente der Linien q? und iff beziehen; es ist daher beim 
Ubergang auf die Variablen darauf Riicksicht zu nehmen und zu schreiben: 

r r 

1 vVA ^7 dy/A v/Z^7 1 dA 



Qq} r d<p d(p ' r d<p 2'^~A dq> 



J- =4. ^ ^V^ _ I ^ ^A 



e<p V dip 2v\A dip 
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Diese Werte eingesetzt und die partiellen Differentialquotienten 



^=^ und 



aufgelost, gibt an Sielle der ersten Gleichung 



pj^r d A pj^-r dA . 



2^y^"av' 2A\Ad 



\p \A ^W 9\ ^^J Va 



und umgeformt durch Streichung des gemeinschaftlichen Faktors 

— = und Additon der Identitat: 
VA 

Ad 



A ^ p;,r dA gpz->-^o 



dy> A dtp dy> 



dtp g \ c(pJ 



An Stelle der zweiten Gleichung folgt: 



al 



pj^v^ 'jv^ pj^v dA pj^v dAj^py^ dv . V dpj^ 

r^A ^<P 2AVA ^^ 2AVa^<P VA ^^ \A~^9 

g\ 2 dtp ^ ^wf vYa 
oder 

' ' a?) r d<p A d(p ' d(p g\ 2 av dy^J v 
nach Addition der Identitat 



a 



Px-r 



y^ A p,y dr p,v dA /»,_o 

r d(p r dqp A dcp dtp 

und Multiplikation mit - 

d<p '^ A \v d(p r'dq?) g\ ' 2 dip'^ dtp) v 



2 



Die Gleichungen 1 und 2 enthalten die Konstanten y, g und O und sonst 
nur Px,i, Uund und GroBen, die von den Formfunktionen abhangen, 
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1 dr 

da auch r durch C=-^ reap. y^ = —~- in die Entwicklungen ein- 

getreten ist. 

Bestimmt man aus 1: — — , aus 2: — — und bildet ^r- I 

d(p dtp dtp \ d(pJ 

= - — ( ^- - ) , SO entsteht eine Diff erentialgleichung f iir pz, die nur 
d (p \d<p / 

mehr die Konstanten O, g und y und GroOen enthalt, welche von 

Formfunktionen abliangen, da nur eine Funktion von qp, also 

a* 

- — = ist, d. h. der Ausdruck fiir p^^ wird von der Strdmungsform 

abhangig, was begreiflich erscheint, da dieselbe jedenfalls einfluB- 
nehmend auf die Entwicklung der Turbulenz ist. 

(Mit 9? s== Of, v' = r*, ;f == g, y = 2, A = 1 gehen diese Gleichungen 
n diejenigen fiir das kreiszylindrische Rohr iiber und geben mit 

die fiir dasselbe erhaltenen Resultate.) 

Potentialformen. 

Mit v*9? = 0, v = l folgen die speziellen Gleichungen 

a 



p,^r 



A-^.tu+m , 

dtp 9\ dtp/ J 



d(p A \r dq)J g\ 2 dtp dtp/ ^ 

Dividiert man beide Gleichungen 1 und 2 durch ^1 und schreibt 
zur Abkiirzung 



A 



^■' ',{i+m-^ 



rd(p ' g\2 dtp ' A dtp) 



so nehmen dieselben die Form an 

dq? dq) 

und geben durch wechselseitiges partielles DifiFerentiieren 

d(p dtp dtp dtp dtp dtp 
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Hieraus folgt 

^ dY\d(p dy)) 



oder 



dtp 



A IdX dZ\ 

d(p 

au8 welcher Gleichung p^^ bei gegebenen Formfunktionen, Jl, U und 
bestimmt werden kann; A, U, <&, A und r sind in dieser Gleichung 
noch als Funktionen von (p und tp eingefiihrt, und dieselben als 
Funktionen von x und r zu erhalten, hat man die partiellen DifiFe- 
rentialquotienten zu transformieren. 

Bedeutet F irgendeine Funktion von 9? und tp und damit auch 
von X und r, so wird 

dF_dFdx^.dF dr 
d(p dx d <p dr d (p 



dF_dFdx dF dr 



dxp dx dtp dr dip 
mit den Transformationsformeln 



dx 
dtp 

dr^ 

d(p 



_|.l^. 



dx 



=+ 



1 d<p 



= + 



A dx' dtp ' rA dr 

1 dq) dr 1 dq) 

Adr* dtp rAdx 



Der Gebrauch der Formeln und deren Interpretation wird an 
einem speziellen Beispiel erortert werden. 



Stromungsfonnen mit V 9) = E. 

Die Potentialformen sind Spezialfalle dieser allgemeinen Formen, 
charakterisiert durch ir=0. 

Es wird mit S7^q) = K 

1 fd(p dv dq) dv\ 

V \dx a^ ' Vr Jr) ~ 

und ergibt sich hiermit aus den linksstehenden der Gleichungen 5, daB 

A dv 



K 



V dq> 

Prdsil, Technische HydrodyDamlk. 



= VV = -K'. 



18 
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Der Klammerausdruck des zweiten Gliedes der Gleichung 2 wird 
r d(p 



^=<m 



zu setzen und diesen Ausdruck in der Gleichung 3 zu verwenden. 





nCj^-fs^ 



^flacMf* Fig. 47. 




Fig. 46. 

Fig. 46. Stromnetz in einer Meridianebene. 
Fig. 47. Diagramm der Verteilung von x und der Geschwindigkeit im Quer- 

schnitt AB. 

Es wird nun an einem Beispiel versucht warden, aus dem Aus- 
druck fiir p^ Anhaltspunkte fur die Wahl der Funktionen >l, U und 
zu gewinnen und nach getroffener Wahl den Stromungsvorgang zu 
analysieren. 

Beispiel. 

Eine der einfachsten Potentialformen ist gegeben durch die 
Formfunktionen 

93 = r* — 2a:^ yf=r2r^x, X = q, 
das Stromnetz in einer ;^-Ebene ist in Fig. 46 dargestellt. 
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Es werden 



d(p 

dx 



= — 4ar, 



dq) 
dr 



= — 2r, il=16x^ + 4r' 



dx' 



= -4, 






-2, 



r ar 



2, V*<p = 0. 



Hieraus folgen die Transformationsformeln: 



dx 
dip 

dr 



1 dq) — 4x 
A dx A 



1 dq) 



-(-2_r 
~A~ 



dq) A dr 
Mit denselben erhalt man: 



dx 1 dq) ^^ 2 

d ip r Adr A 

dr 1 dq) , 4ar 

dy) r Adx r A 



dx 
dq) 



21 J_ 






4« 



(^+0)+ 



384 a: 



(128 x^ 
A 



A 



8 






dtp 



16 r^) 
192 v^ 



(*+i3l 






d 
dyf 



) 8x 
A J 









aP/8g 48 yN) 



Fur die Transformation dee Wertes 



^ 



dX 



erhalt man 



r 9? 

dA 

dx 
dA 



Ad q? 
=-32 a; 









60 

d op 
d q> 



= ^ 



2(128 x« — 16 r«) 



hiermit: 



femer: 



9? \A d <pJ 



d- 

Ad qp* A^ q> dq) Ad qr A^ dq> 



schlieQlich : 



f-ji['"(^+r^+<™"-"-)('+if)] 



dX 

c 



r ^9? 



13' 
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Die Wahl von TJ und ^. 

Wenn man die transformierten Werte fiir — — ' X, Y, - — und 

d<p dtp 

in den Ausdruck fiir p^ einfiihrt, so kommt mit dem letzten 



dY 

dtp 
Wert tp in den Nenner und ist fiir die Wahl von U, ^ und X be- 
stimmend, daO tp aus dem Nenner verschwinden muB, wenn sich die 
Flache mit dem Funktionswert v^ = im Stromgebiet befindet, da 
sonst in dieser Flache pj^ unendlich groB wiirde; die Bedingung ent- 
fallt, wenn tp==0 nicht im Stromgebiet liegt; tp==0 wird bei der 
angenommenen Stromform gebildet aus der Koordinaten-Grundebene 
(x = 0) und der zur Achse zusammengeschrumpften Flache mit r = 0. 



gibt transformiert: 

und folgt hieraus: 

d y^ dx dyf dr dyf 

dY _ 128a? BY ^ 32 r 

« 

dY 384a; ^ A A* A^r 

und 



hiermit 



dw A^ dY 384 a; r 192^' 

dyf 

Fiir die Transformation von -- — erhalt man 

d yf 

d y) \dy* J d yj^ dyf dy 

H'm^ I d{X')Sx 
d xp^ dyf A 

d /dU r*\ ^U r^ dU ^ dr dUr^dA 

r 



y) \dyf AI dyf^ A dyf 



dyj \dyf A/ dyf^ A dyf dyf dyf A* dyf 

dA 



= 32 a; 

d X 

dA 



8r 



dA_9Qx 
dyf A 



dr 

d fdU r^\_^^ *;* dTJ9>x g[7 48y 
dy) \dyf a) dyj^ A^ dtp a dyf A^ 

dZ ^r (Q^ p8(A«) ^ diX*)Sx'] d^U r^ dUSx dU 4Syf\ 
dyf~~g\2 I dyj^ ''^ "^ dy ' A l"^ dyf^' A^"^ dyf A dy' A^ f 
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Da im Ausdruck von — der erete und der zweite Differential- 

quotient von XJ nach \p vorkommt, so wird die Bedingung unter 
anderem erfiillt mit $:=sO und allgemein 

worin <Pj, <P, . . . Funktionen von q> und Zj, -K, . . . Konstante sind, 
die auch die physikalischen Konstanten enthalten, deren Werte daher 
experimentell zu bestimmen sein werden. 

Nimmt man vorlaufig den einfachsten Wert V = K(p yf^. so folgt: 

^ = ^ . ij- [Ji:(l28 a:« - 16 r") v»] 
(p g A 



zr=^-3-(4Z4v'') 



oyi g A' \ 



+?[^-+^^»-l}- 



Die Wahl von X. 

Fiir die Wahl von k ist auBerdem noch die Bedingung maO- 
gebend, daO bei Annahme des Haftens an den Begrenzungswanden 
der Funktionswert von X an diesen Flachen gleich Null werden muB. 

Es sind diesbeziiglich verschiedene Falle zu unterscheiden : 

1. Bestand nur einer Wandflache zwischen 2 Querschnittsflachen 
mit den Funktionswerten q)j und (fjj die gleiche Vorzeichen besitzen, 
Fig. 48 a. 

2. Bestand von zwei Wandflachen mit Funktionswerten xp^ und 
xpj^ mit gleichem Vorzeichen, Fig. 48 b. 

3. Bestand von zwei Wandflachen mit Funktionswerten xp^ und 
^j von verschiedenem Vorzeichen, speziell z. B. \p^ und — y;^, 
Fig. 48 c. 

4. Bestand einer Wandflache tp^ und einer Diskontinuitatsflache 
tp^\ hierbei wird sich die Frage ergeben, ob eine solche Flache eine 
freie Oberflache sein kann; ein Grenzfall ist hierbei v^^ = 0, also die 
Koordinaten-Grundebene als Diskontinuitatsflache. 

Die Bedingung des Verschwindens von y) aus dem Nenner ist 
zu erfiillen in den Fallen 1, 3 und 4 im Grenzfall ^^^ = 0. 
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Die BediDgung i 
rin die Exponenteo 



V, und Vj ka.ati paeeend erf iillt werden mit 



1<p:~v-)-:^ 



- Va" 



i und m enteprechend zu beBtimmen Bind; 
wenn nur eine BegrenzungsSache vorhanden ist, so wird initffi = H 
die Bedingung des Haftens erfiillt, ea ist dann l^ ^ v'a" — v"> ^^ 
entapricht dem Fall 1. Ist hierbei ii eine gerade Zahl, so wird die 
Bedingung dea Haftena auch fur den Fall v^^ + Va' V& = ~V'( 
enteprechend dem Fall 3 erfiillt. 





Fig. 48b. 

Im Falle 4 ist nur Haften an einer Wandflache notig. da in der 
Diakontinuitatfiflache Bewegung vorausgesetzt wird, ea geniigt also 
ebenfalls die Form A' = yj^" — v""- 

Nur fiir den Pall 2 ist die allgemeine Gleichung zu beriick- 
aichtigen. 

Die Bedingung dea Verachwindens von y *ua dem Nenner des 
Ausdrucks fur pj, wird erfiillt mit n > 3, denn ea werden hierbei 

3— = — wt^-'; -7^ -' = — M(n— l)v^-', 
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dies gibt mit n = 3 als kleinstem Wert und )? == x^)^ — y*, aleo f iir 
die Falle 1 und 4 

.ay;- dyj J 

Fiir den Fall 3 ist n = 4 zu setzen, da mit n = 2 der Wert von 



dip 
erhalt 



— 2, also \p nicht mehr als Faktor enthalten wiirde, man 



^'(^').. .a . ^W') 



A» + -y--^ 8 ar A^ 



. dip^ dip 



= — (12 r^ A^ip' + 32 X A^ V'*)- 



Fur den Fall 2 konnen n und m beliebige, nur nicht gleiche Werte 
annehmen, mit n = 1 und m = 2 folgt 



12 _ /. ^ (Va — V'b) 



Cbrigens konnte hierbei auch in Analogie mit dem geraden Rohr 

gesetzt Oder eventuell statt des Logarithmus eine andere Funktion 
genommen werden. 

Durch die Mannigfaltigkeit der Funktionsformen fiir A^, mit 
denen beiden Bedingungen entsprochen werden kann, ist die An- 
passung der formellen Resultate an Versuchsresultate und hierdurch 
auch die Verwendbarkeit der entwickelten Darstellungsmethode fiir 
die Diskussion zur Bestimmung der Oberflachenkrafte ermoglicht. 

Es wird im folgenden die Untersuchung mit der Annahme: 

A« = v^/ — V;^ d.h. n = 3 
weiter verfolgt. 



Bestimmung der Konstanten K und O. 

Wird der angenommene Wert fiir TJ in die Gleichung XXIII^* 
eingesetzt, so erhalt man mit $ = 

-p + GM - + K(py>^ = konst. 
Oder 



- + :^- H <pw^ = konst. 
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Die beiden ersten Glieder stellen die Stromungsenergie per Gewichts- 
einheit stromender Fliissigkeit dar; difiPerentiiert man nach 9P, so erhalt 
man mit der Bezeiehnung: 

\r ' 2gJ 

-— = w^ Oder - — = VAw^. 

d<p g dsrf, g 

Die Einfiihrung von U ale eine Potentialfunktion entspricht 
einer Anschauung von Herrn Professor R. v. Mises, die derselbe 
in seiner Arbeit „Theorie der Wasserrader", Verlag von Teubner, 
Leipzig, auf Seite 62 zum Ausdruck gebracht hat: nT>ie stabilen 
Mittelwerte der Geschwindigkeit lassen sich angenahert als Integrale 
der Helmholtzschen Gleichungen darstellen, sobald man eine ge- 
eignete in jedem Fall besonders festzusetzende Annahme iiber den 
Verlauf der Funktion H (d. i. obige Funktion) und der Verteilungs- 
ziffem trifiFt." 

Die beiden zuletzt erhaltenen Gleichungen sind wie folgt zu 
interpretieren: 

1. Die erste Gleichung, in der Form AE= y/^A(p: 

9 
Der Energieabfall der Gewichtseinheit stromender Fliissigkeit 

zwischen zwei benachbarten Querschnittsflaehen ist in jedem 

Punkte proportional der dritten Potenz des Funktions- 

wertes der Stromflache, auf der der Punkt sich bewegt, und der 

benachbarten Querflachen. 

/\E K. — 

2. Die zweite Gleichung, in der Form -r — = V^v'^: 

A5«p g 

Der Energieabfall der Gewichtseinheit stromender 
Fliissigkeit pro Langeneinheit der Bahn ist in jedem Punkte 
proportional dem diesem Punkte durch die Stromung zukommen- 

den Wert V^ und der dritten Potenz des Funktionswertes 
der t^-Flache, auf der sich der Punkt bewegt. 

Andert man diese Gleichung noch insofern, daO man 

schreibt, so bedeutet t> = Q S A die Geschwindigkeit, die dem Punkt 
bei Jl = 1 also bei einer vollkommenen Potentialstromung mit der- 
selben Geschwindigkeitskonstanten O zukommen wiirde, mit der die 
wirkliche Stromung erfolgt; man kann daher auch sagen: 
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3. Der Energieabfall pro Langeneinheit ist in jedem 
Punkt proportional der Geschwindigkeit, die demselben in 
der Potentialstromung zukommt und der dritten Potenz des 
Funktionswertes der Stromflache, auf der er sich bewegt. 

Da nach der Geschwindigkeitsformel am Rande t; = ist, bo 

wird dort : --— = — -— ; mit der Bezeichnung p f iir Randpressungen 
d(p y d(p 

und die Zuordnung 

<Pr 'Prl* 9ii ••'Prri 

MZ:IrU = LKyjJ = konBt a 

Diese Formel gibt die Grundlage, den Koeffizienten K mittels 

Pressungsmessung am Rand also durch den Versuch zu be- 

stimmen. 

dE 
An der Achse ist ^ - =0; da w = ist. Dieses Verschwinden 

des Energieabfalles an der Achse entspricht der Anschauung, wo- 
nach bei stationarer Bewegung der EinfluO der Randwiderstande 
gegen die Achse zu abnimmt^); es wird in der Achse: 

y (P//. -PiJ + l (Vih - v/a) = 

Oder da die Gleichung v^ = O^AP = G^A{yf^^ — V'*) ^^ ^®^ Achse 
Va* = ^^\Wa «iH folgt mit der Zuordnung: jp^j . . . . A^^ ; p^jj . . . A^^j 

(Pai — Pali) = 72" ^"^-^^ ~ "^-^^ ^«*' 
womit durch 

g=i/^[p^<^-p^l:t^ b 

^ Kii—Ki y Wa 

eine Formel zur experimentellen Bestimmung von G und zwar mittels 
Pressungsmessung an der Achse gegeben ist. 

Setzt man den Wert von Gr in die Formel fiir v ein, so folgt 



"-v-;'£--i-V-(^)' 



als Geschwindigkeitsformel, die dem Wesen nach der Poiseuille- 
schen Formel entspricht und ergibt sich schlieBlich fiir die Durch- 
flufimenge in der Zeiteinheit die Formel: 



^) Ob diee in dem durch die getrofiPene Wahl fiir J] sich ergebenden MaBe 
der Fall ist, ist erst durch den Versuch zu bestatigen. 
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l:t 





= 27iG€tp A und £ = ... 



' 7 ^al ^all 



Die ermittelte Theorie liefert dementsprechend For- 
meln, die in ahnlicher Weise wie diejenigen von Poiseuille 
als Grundlage fiir Versuche genommen werden konnen und 
an denen einerseits die Theorie selbst gepriif t, andererseits 
die Grenzen der Anwendbarkeit derselben auch auf andere 
Formen bestimmt werden konnen. 

Es konnen dienen 

die Formel a zur Bestimmung der Konstanten K, 

„ „ c „ Kontrolle. 

Die Methoden der Versuche selbst miissen allerdings zum Teil 
erst ausgebildet werden; fiir die wiehtigsten Messungen, das sind die 
Pressungsmessungen am Rand und an der Achse, liegen technische 
Hilfsmittel bereits vor. Es wird naturgemaB bei alien solchen Ver- 
suchen der durch den geodatischen Hohenunterschied bedingte Pres- 
sungsunterschied zu beriicksichtigen sein. 

Es wird auch notig werden, die Strom ungsform selbst zu prufen; 
wie weit die bestehenden Methoden zur Bestimmung von Grofie und 
Richtung der Geschwindigkeit zureichend sind, muB die Erfahrung 
lehren; jedenfalls muB dahin gestrebt werden, moglichst sichere An- 
haltspunkte iiber die Geschwindigkeitsverteilung zu erhaJten, also die 
Isotachen durch den Versuch zu bestimmen, da die Formel 



nach den Erorterungen auf Seite 199 doch nur als eine erste fiir die 
Durchfiihrung der Rechnung bequeme Annahme zu betrachten isl; 
dasselbe gilt beziiglich U^ wobei noch zu bemerken ist, daB Be- 
wegungshindemisse solcher Art, wie z. B. durch Nietnahte, ebenso 
in U zum Ausdruck kommen miissen wie beim geraden Rohr. 

Grenzbestimmungen. 

Zur Bestimmung der Grenzen, innerhalb welcher die angenommene 
Stromungsform bei der durch die Funktionen X und TJ beschriebenen Ge- 
schwindigkeits- und Pressungsverteilung iiberhaupt moglich ist, konnen 
die mit dem Schwerkraftsglied vervollstandigte Niveauflachen- 
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gleichung und die Gleichung fiir p^ herangezogen und mit Hilfe der<r 
selben untersucht werden, ob innerhalb des Stromgebietes einerseits 
der Wert der absoluten Pressung, andererseits der Wert von p^ 
an irgendeiner Stelle der Wand das Vorzeichen wechselt; in 
beiden Fallen begrenzen diese Stellen das Stromungs- 
gebiet, innerhalb dessen die angenommene Form moglich 
ist in dem Sinne, daO dies nur dort der Fall ist, wo p^O 
und das Vorzeichen von p^^ einer der Stromungsgeschwindigkeit ent- 
gegengesetzten Richtung entspricht, da p^^ die dem Wandwiderstand 
entsprechende Spannung ist. 

Bei Bestimmung des Ortes des Zeichenwechsels von p wird 
natiirhch die Schwerkraftswirkung und diejenige Stromflache zu 
beriicksichtigen sein, an der an sich die kleinste Pressung ein- 
treten kann; bei lotrechter Lage der Achse ist, wenn mit p^ der 
Betrag der absoluten Pressung im Koordinatenursprung und mit h 
die geodatische Hohe eines Punktes iiber der Koordinaten-Grundebene 
bezeichnet wird, die vollstandige Gleichung der Niveauflachen 

p . . . v^ , K J, Pf. 

y ^ ^2g^ g^^ y 

mit p als Parameter. 

Es wird somit fiir die angenommene Stromungsform 

y 2(7 g^ ^ 

die Gleichung der Niveauflache fiir den Pressungswert |? = und als 
solche auch der gesuchten Grenzflache. 



Mit }? = %p^ — y;* und U=K(p\p^ wird nach den friiheren Be- 
stimmungen 



''= + l^{[ 



6r«i4^ + 24xA>v' — (1449; — 2A + 128ar« — 16r*)9? 



2 



+ ^ (6rM» + 24xi4V)( -. 
2 ] g 

Setzt man in dieser Formel die Koordinatenausdriicke fiir <p, 
A und xp ein, so entspricht dieselbe mit pj^ als Parameter einer 
Flachenschar (Rotationsfiachen); die ParaUelkreise , in denen die 
Flachen Px = ^ die Wandflache \p^ schneiden oder beriihren, sind 
diejenigen Orte, an denen Zeichenwechsel von pj^ stattfindet und die 
daher Grenzorte des Gebietes sind, fiir das die Theorie verwendbar 
ist, d. h. innerhalb deren eine Stromung der angenommenen Form 
und Geschwindigkeitsverbeilung moghch ist. 
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^ Man kann sich iiber die Lage dieser Parallelkreise ohne direkte Bestim- 
mung der Koordinaten der ParaUelkreise durch folgende Betrachtungen 
orientieren: 

Mit EinfUhrung der Bezeichnungen 

N= (iUtp + 2A+ 128x« — 16r) =- (120r« — 128x«) 
Q = Qr^A^ + 24xA^ip 

nimmt die Gleichung fiir p;^ die Form an 

Ar y 



^x 



(M<p^Ntp^)K-~^\Q) 



192 g V ^ -y ^- 2 

Das Stromungsgebiet liege nur auf der Seite der positiven X-Achse; der Funk- 
tionswert von q? wird Null, wenn 

^ = r« — 2a« = 

ist, d. h. die Kegelflache, deren Erzeugenden durch die Gleichung r^=\2'X 
bestimmt sind, ist die Querschnittsflache mit dem Funktionswert Null; im Ge> 
biet zwischen der X-Achse und dieser Flache wird tp an alien Stellen negativ; 
im Gebiet zwischen dieser Kegelflache und der Koordinatengrundebene wird 97 
an alien Stellen positiv. 

^=120r* — 128 X* stellt ein Flachensystem dar, in welchem die Kegel- 
flache mit den Erzeugenden r = Vy"^ x ebenfalls den Funktionswert Null be- 
sitzt; im Gebiet zwischen Achse und Kegelflache ist N stets negativ, im Ge- 
biet zwischen KegelHache und Grundebene stets positiv. 

i/; = 2r*x'i8t auf der Seite der positiven X-Achse iiberall positiv, daher 
sind auch M und Q im ganzen Gebiet iiberall positiv. 

Fiir r ist nur der positive Wert anzunehmen, da gemaB der verwendeten 
Darstellungsweise die /-Ebene durch die Achse begrenzt ist. Dementsprechend 
wird px stets dann negativ, wenn entweder {M<p — Ntp^) K negativ oder wenn 

Diese Erwagungen ftihren zu nachstehenden Folgerungen: 

Es sei bezeichnet der Schnittpunkt der Meridianlinie der Wandflache (v'«) 
mit derjenigen der ^=0- Flache durch a mit derjenigen der 9? = -Flache 
durch h von a ab die Richtung langs der Wand-Meridianlinie auBerhalb durch ah, 
von h ab aufierhalb ah durch hd. 

Langs der Strecke ah der Meridianlinie der y^^-Flache kann der totale 
Klammerausdruck von px ^^^ negative Werte annehmen, da K positiv. 

In der Richtung ac bleibt M negativ {N\p^) wird- positiv, es wechselt der 
Wert des Faktors von K das Vorzeichen an derjenigen Stelle, an der 
M<f = Ntf>^ wird; es kann daher von dieser Stelle ab in der Richtung c einen 
Punkt an der Meridianlinie geben, an dem der totale Klammerausdruck 
gleich Null wird, d. h. wo pj^ das Vorzeichen wechselt. 

In der Richtung hd wird Mq? positiv, Nyf^ bleibt positiv; es wechselt der 
Wert des Faktors von K das Vorzeichen ebenfalls bei M<p = Nyf^ und kann 
daher von dieser Stelle ab in der Richtung c in einem zweiten Punkt der 
Meridianlinie Zeichenwechsel von px eintreten. 

Die Lage der beiden Punkte des Zeichenwechsels von 
Px ist bei gegebener ^^-Plache abhangig von K und -— und 
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sofern K einen fiir das bestehende Rohr bestimmten kon- 
stanten Wert hat, abhangig von 6r^ d. h. von der GroBe des 
Oeschwindigkeitskoeffizienten und hiermit von der Stro- 
mungsgeschwindigkeit. 

Dies fiihrt zu dem durch die Erfahrung bestatigten 
Resultat, daB die Stabilitat einer Stromungsform von 
den Geschwindigkeitsgrenzen abhangt in dem Sinn, daB 
bei Uberschreiten einer bestimmten Geschwindigkeit die Stromungs- 
form in einem solchen Rohr sich verandert resp. diskontinuier- 
liche Stromung eintritt, daB aber auch innerhalb eines solchen 
Rohres eine vorhandene Diskontinuitat wieder aufgehoben und eine 
geordnete, an die Rohrwand ansehlieBende Stromung eintreten kann, 

wenn sich das entsprechende Verhaltnis Ki — einstellt; die durch 

Fig. 2 dargestellten und die von H amp el gefundenen Diskontinuitats- 
erscheinungen finden in solcher Weise eine Begriindung. 



Die theoretischen Entwicklungen konnen an Hand der Formeln 3^ 
auch auf Stromungsformen ausgedehnt werden, fiir die V9?=konst. 
wird, die mathematischen und physikalischen Uberlegungen gehen 
parallel mit den fiir die Potentialformen verwendeten. 

Ebenso wie beim geraden Rohr durch Beniitzung der Hilfs- 

gleichung — -^ -[- — -!^ = konst. durch graphische Addition aus Poten- 

tialstromungsformen andere Stromungsformen entstanden, die eine 
Anpassung an praktische Profile ermoglichten, so werden auch im 
vorliegenden Fall graphische Additionen von Potentialformen mit 
den Grundf ormen der Gleichung V 7? = konst. zu Formen der prak- 
tischen Verwendung fiihren. 

Das auf Seite 225 angefiihrte partikulare Integral zeigt mit 
(p^ = ax^ -{-hr^ -\-cx-{-d, dafl diese Grundf ormen Rotationsflachen 
zweiten Grades sind. 

Stromungen der zweiten Art 

Die Stromungsformen entsprechen den allgemeinenGleichungen V^^ 
und kann hierbei v eine beliebige Funktion von r und x sein; fiir 

Bolche Stromungen ist 77=^ nicht mehr als Funktion von (p anzunehmen, 

yA 

sondem aus den Differentialgleichungen XXVII, Seite 133 zu be- 
stimmen, wobei JD = wird, wenn TJ als Potentialf unktion eingesetzt, 
fiir deren Wahl jedoch wieder Uberlegungen ahnlicher Art wie bei 
Potentialformen fiihrend sein werden. 
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Die bisherigen Ergebnisse konnen in folgender Weise zuBammen- 
gefafit werden: 

a) Es gibt zwei Arten von Stromungsformen und zwar 

1. Fonnen, bei denen widerstandsfreie Bewegung moglich ware, 

2. Fonnen, bei denen dies nicht der Fall ist. 

b) Die Formen der ersten Art sind entweder Potentialformen 
oder solche Formen, die durch Funktionsaddition von Potential- 
formen mit Formen entstehen, deren Querschnittsfunktion der Glei- 
chung v*9? = kon8t. entsteht, wobei die Konstante einen von Null 
verschiedenen Wert hat. 

e) Unter dem EinfluB der Widerstande werden solche wider- 
standsfreie Stromungsformen in Schichtstromungen verwandelt, bei 
denen die Geschwindigkeitsverteilung durch eine Funktion x be- 
stimmt wird, mit derjenigen Formfunktion als Argument, deren 
Flachenschar die Wandflache enthalt. 

d) Durch Einf iihrung von Funktionen U und $ kann die mathe- 
matische Bedingung der Gleichung XX III, wonach alle Glieder der- 
selben totale DifiPerentiale sein miissen, erfiillt und gleichzeitig Rand- 
bedingungen entsprochen werden, die mit Form und Art der durch 
die BeschafiPenheit der Wande verursachten Widerstande zusammen- 
hangen; die Wahl dieser Funktionen unterliegt der Bedingung, daB 
die durch dieselben als Massenkrafte eingefiihrten Widerstande in 
Oberflachenkrafte iibergefiihrt werden konnen, die mit den physikali- 
schen Eigenschaften solcher Krafte vereinbar sind. 

e) Durch die Bestimmung der Verteilung dieser Oberflachen- 
krafte ist die Moglichkeit gegeben, fur jede Form das Gebiet ab- 
zugrenzen, innerhalb dem dieselbe bestandsfahig ist. 

f) Die Stromungsformen, die Geschwindigkeits-, Pressungs- und 
Energieverteilung sind mit den angegebenen geometrischen Hilfs- 
mitteln darstellbar. 

g) Die Theorie ist durch experimentelle Bestimmung der Form- 
funktionen, der Isotachen und der Niveauflachen kontrollierbar und 
kann eine Grundlage geben fiir die Bestimmung der noch in den 
Gleichungen vorkommenden physikalischen Konstanten. 

h) Die Stromungsformen der zweiten Art sind nur unter Ent- 
wicklung von Turbulenz moglich. Dieselben erscheinen daher, so- 
fern dieselben iiberhaupt mathematisch verfolgbar sind, geeignet, 
diejenigen Stromungserscheinungen zu beschreiben, die beim un- 
stetigen Ubergang von einer Stromungsform in die andere stattfinden. 

i) Hierdurch erscheint es moglich. die.Stromung durch einen 
Komplex von Kanalen in einzelne individuelle Telle aufzulosen^ wo- 
durch das Problem der Bestimmung einer einheitlichen Stromungs- 
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Meridionale Stromuagen in Botationshohlraumen. 



form fur das ganze KanalBystem entfallt, an deesen Schwierigkeit 

die Anweodung der Ergebnisse der Hydrodynamik bisher ge- 

scheitert ist. 

In Fig. 47 ist fiir eine Diiee mit der durch y) = r'z bestimmten 

Profilform die Geschwindigkeiteverteilung, enteprechend der auf 
theoretiecbem Wege abgeleiCeten 
Funktion A=^V'vr* — V^ darge- 
stellt. 

Man erkennt den Bestand 
zweier Stellen fiir Geechwlndig- 
keitsmaxima, wie solche auch 
bei den die VersucliBergebnisee 
an geraden Rohren daistellen- 
den Fig. 38 und 39 zu finden 
Bind. 

Fig. 49 wurde mir von Herm 
Arnold Pfau, Resident consul- 
ting Engineer in Hydraulic De- 
partment von Allis Chalmers 
A: C o. in Milwaukee U. S. A. zur 
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Verfiigung gestellt; die Figur gibt die mittels Pitot-Rohren gemessene 
Geschwindigkeitsverteilung im freien Strahl hinter einer Nadeldiise; 
fiber diese Versuche hat Herr Prof. William Rankine Eckart, 
S. Francisco, am Meeting der Institution of Mechanical Engineers in 
London, 7. Jan. 1910, ausfiihrlich berichtet („£ngineer'', Jahrgang 
1910); man erkennt deuthch den EinfluO der Widerstande an der 
Nadel und eine noch von den Randwiderstanden herriihrende Ver- 
minderung der Geschwindigkeit gegen den Rand. 

Fig. 50 zeigt die MeOstelle hinter der Nadel. 

Die Fig. 51, 52, 53, 54 zeigen die ebenfalls mittels Pitot- 
Rohren bestimmte Geschwindigkeitsverteilung an den Austritts- 
querschnitten elliptischer Saugrohre — ; dieselben sind der Disser- 
tationsarbeit von Herm dipl. Masch.-Ing. Dr. Diibi: „Uber die Wir- 
kungsweise des Gef aUevermehrers nach Clemens Herschel", Verlag 
von Rascher & Co., Ziirich und Leipzig, entnommen; diese Arbeit 
enthalt auch eine Reihe instruktiver Messungsresultate iiber die 
Pressungen am Rand und in der Achse der Saugrohre. 

Hiermit scheint die Grundlage gegeben zu sein fiir die Ver- 
folgung der Stromungserscheinungen in Diisen und Saugrohren. 

Die weitere Verarbeitung der gewonnenen Grundsatze muB je- 
doch Spezialarbeiten vorbehalten bleiben. 
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4. Ebene zweidimensionale Schicht- 

str'6m.nngen. 

Als Formfunktionen sind ;(=r unf fiir 99 und yj jene Funk- 
tionen zu nehmen, die den Dififerentialgleichungen 

^ ^ ^ dx^~^dy^ '^v\dx dx'^ dy dy)\ 

^^~dx^~^ dy'^~ V Kdxdx^dy ' dy)\ 
entsprechen; dieselben entstehen aus den beiden Gleichungen 

dw dtp 

— ^ = - '—V 

dx dy 

d(p _i ^V 

ay""" ^''' 

wie sich durch wechselseitiges partielles Differentiieren und Beach- 
tung der Gleichungen IV ergibt. 

Mit >' = konBt. geben die Gleichungen Potentialformen; ist r 
eine Funktion derselben Koordinaten, so geben die Gleichungen V^^ 
Formen, bei denen widerstandsfreie Bewegung moglich ist, wenn die 
Funktionen (p und v auch die erste der Gleichungen XXIV (Seite 128) 

mit fi= — und W^ = W —W^ = 0, d. h. die Gleichung 



d/i dA 1 

oy dx ' V 



dy "/ dx \dx v dy 



erfUllen, wie z. B. die Funktionen q) = yd^^ und y = e*^ des Bei- 

spieles der ebenen parabolischen Stromung. Man erkennt, daB man 

aus derselben und der ersten der Geichungen V^^ die partieUen 

1 dv d\tt,v 1 dv d\&v 

DifiFerentialquotienten — -— = -~— und — — - = —^ einzeln be- 

V dx dx V dy dy 

stimmen kann und durch die Operation: 
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_a_/ajgr\__a_/aigi'\ 

dy \dx J~ dx\ dy I 

eine allgemeine Differentialgleichung von <p erhalt, die samtliche 
widerstandsfreie Formen der zweidimensionalen Stromungen umfaOt. 



Stromnngen mit Widerstanden. 

Es sind drei Falle zu unterscheiden: 

1. Der Widerstand riihrt nur von ;^-Flachen her. 

2. Der Widerstand riihrt nur von ^-Flachen her. 

3. Ein dritter Fall ergibt sich durch Beibehaltung der Funk- 
tion q) als Querschnittsfunktion und Bestimmung der xp- und ;|^-Funk- 
tionen in solcher Art, daO die y^-Flachen Wandflachen von spezieller 
Form enthalten und die ;f-Flachen, wie in den friiheren Fallen, 
und wenn moglich, widerstandsfreie Stromflachen sind; diese Form- 
funktionen geben dann Kanale mit ebenen krummlinigen Kanalachsen 
mit besonders geformten Querprofilen. 

Zum ersten Fall, 
a) Geradlinige Parallelstrdmung. 

Die Formfunktionen sind: 

A = l. 

In Lambs Hydrodynamik S. 670 ist die Untersuchung fiir den 
Fall der Bewegung unter Reibung allein durchgefiihrt; die Resultate 
sind folgende: 

Der Pressungsabfall pro Langeneinheit ist konstant, also 

dx ""■ 

Die Geschwindigkeit v im Abstand ;; von der Mittelebene zwischen 
beiden Flatten als Koordinaten-Grundebene ist, wenn e den Abstand 
der Plattenwand dieser Form bezeichnet, 

Hiermit wird analog wie in der Poiseuilleschen Formel mit 

G = ^ und .;i = «« — «* und A = l 
2t} 

14* 
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der AnfichluB an die verwendete Darstellung gefunden; es werden: 

v = GVAi und — -p -[- /f^j • X = konst. 

Die Resultate stehen in Analogic mit denjenigen der Poi- 
seuilleschen Stromung; es steht nichts im Wege, dieselben auf die 
turbulente Bewegung zu erweitem und namentlich v = G(e^ — z*)"'* 
alfi angenaherte Isotachengleichung zu betrachten. Er wird jedoch 
wegen der geringen praktischen Bedeutung davon abgesehen, die 
ganze Untersuchung weiter durchzufiihren. 

b) Allgemeine Bewegung. 

Ebenfalls auf S. 670 und 671 der Lambscben Hydrodynamik 
ist unter Hinweis auf Versuche von Prof. Hele Shaw (Trans. Inst. 
Nav. Arcb. 40, 1898) der Beweis erbracbt, daB bei einer Stromumg 
zwiscben zwei parallelen, dicbt nebeneinander befindlicben Platten, 
die unter dem EinfluB von Reibung allein erfolgt, die Bewegungs- 
gleicbungen in der Form geschrieben werden konnen 

dp 3^ 



2 "« 



dx e 

dp ^ , 

dy ~ e'^'y' 

worin vj und v' die mittleren Geschwindigkeitskomponenten an der 
;^-Linie im Punkte x, y des Stromungsgebietes bezeichnet, woraus 
hervorgeht, daB ^ 

Of} 

als ein Geschwindigkeitspotential betrachtet werden kann. 

Zieht man das Ergebnis von S. Ill in Betracht, wonach bei 
einer Stromung solcher Art die Deformation einer Kugel, deren 
Mittelpunkt sich in der Mittelebene zwiscben zwei Platten bewegt, 
ohne Rotation erfolgt, so ergibt sich derartige tTbereinstimmung 
mit der Theorie, daB auch in diesem Fall cine VeraUgemeinerang 
zulassig erscheint; es konnen auch in diesem Fall 

ox 



v^ = Ga,i = G±(e'-z^) 



dy 
fiir Bewegung mit Reibung allein gesetzt; wahrend fiir Bewegung 

mit Turbulenz k = {e^ — z^)^ angenommen werden kann. 
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Zum zweiten Fall. 

Zwei ^-Flachen sind wideratanderzeugende Fiihrungsflachen, an 
den Flatten z = + e ist der Widerstand verachwindend klein; X wird 
eine Funktion von xp. 

Analog wie fiir die Stromung in Rotationsformen ist die Be- 
wegung auf das Netzkoordinatensystem der Formfunktion zu be- 
ziehen; es werden bei Annahme von Potentialformen wegen C=l 
und A = B 

Va Va 



6s^=-^y dSy, = --=, dsj^ = dx 



Das Schema der Einzelpressungen und Spannungen ist dasselbe wie 
friiher; in den ;f-Flachen wirken keine Oberflachenspannungen. * 

Mit diesen Werten der Langenelemente ergibt sich 

\ 2 ay ^w " 

Unter analogen Uberlegungen, wie fiir Stromungen durch Ro- 
tationshohlraume, erhalt man die beiden Gleichungen 

_-?i.JL + AA =Z(^ + ^\JL 1^ 

e^ A d<pVA g\ dtp) V4 

Qj^ A dq>^A g\2 dtp dtpJvVA 
femer die Gleichungen fiir die KriimmungsmaOe: 

1 vi^^ ^ - ail _ Vlav !_ a£ 

Qy d(p 2Va d(p V dtp 2 VI dq) 

1 ^ . 1 dA 

Qv 2vVa dip 

und hiermit 
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A 



dtp 



d- 



Px 



A 



d<p 
Setzt man wieder 

A *' 



f(*+^:) 



A V d(p g \2 



dfi^ djO)^ 1 



9 



\a'^ A dtp/' 
\2 dip'^ A dtp) v^ 



dtp dtp/ V- 



A dv 



X. — 2— — =r, 



V d(p 



80 f Olgt 



9 
dq) 



a^ 

dq) 



= X; ~^ = %Y-{'Z, 



Wechselseitiges partielles Differentiiereti fuhrt schlieBlich zur Glei- 
chung 



'^^YX-'^ 



Pt== 



dq? 



dtp 



dY^ 

dtp 



Werden in die Ausdriicke fiir X, Y, Z die einer bestimmten 
Stromungsform entsprechenden Werte von A und v eingesetzt, so 
ergeben sich aus der letzten Gleichung wieder Anhaltspunkte fiir 
die Bestimmung der Funktionsformen von X, 0, U. 

Bei Potentialform wird F = (da v = konst. ist) ; es folgt 

a? 



dtp 



— - = Z; mithin die Bedingung - — = - — oder mit v == 1 . 

dq> dq) dtp 

dq) lA A dq)A dtp\_2 dy) A dy^. 

als orientierende Gleichung fiir die Wahl von Jl, $ und U. 

Es sind auch hier die Falle zu unterscheiden mit ein oder zwei 
Wandfiachen mit symmetrischer oder nicht symmetrischer Lage der- 
selben. 

Die Transformationsgleichungen fiir die Oberfiihrung auf karte- 
sische Koordinaten sind folgende 



dx 1 dq) 


dx V dq) 


dq) A dx' 


dtp A dy 


dy 1 dq) 
dq) A dy ^ 


dy . V dq> 
dtp ^ A dx 
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Es folgt hierauB, daB mit den Annahmen = und V=q>*tp^ 
und mit der allgemeinen Form 

fiir die Verteilung der Stromungsenergie analoge Verhaltnisse sich 
ergeben wie im Falle der Stromung dureh Rotationshohlraume. ^ 

Zum dritten Fall. 

Wie bei geradem Rohr verschiedene Profilformen dadurch er- 
halten wurden, daB man zur Querschnittsfunktion 97 entsprechende 
Funktionen tp suchte, so kann man natiirlich auch hier zu verschiedenen 
Kanalprofilen gelangen, wenn man bei gegebener Funktion (p aus 
der, die Orthogonalitat zwisehen den 9?- und i^-Flachen beschreiben- 
den Differentialgleichung 

d<p dip j^dq> dyf j^dq) dtp 

Sx ^.^• dy dy dz dz 

zuerst die allgemeine Form der v'-Funktionen bestimmt und dieselbe 
dann. so wie es beim elliptischen Profil, beim StoUenprofil und beim 
rechteckigen Profil der Fall war, entsprechend spezialisiert; hierbei 
ist aber zu beriicksichtigen, daB nun diese Bestimmung derart er- 
folgen muB, daB \p auch die Variable Z enthalt. 

Diese Bestimmung wird vermittelt durch die simidtanen DiflFe- 
rentialgleichungen ^) 

dx^_dy^_dZ_dW 

dx dy 

deren allgemeines Integral die Form hat 

V=F{f, Z) a 

worin f eine beliebige Funktion der zu 97 gehorigen und 
bei Potentialform der Differentialgleichung 



entsprechenden Funktion ^, Zeine beliebige Funktion von z 
und schlieBlich W eine beliebige Funktion F der beiden 
Argument e f und Z ist; denn man erhalt: 

^) Es werden die durch die folgenden Untersuchungen sich ergebenden 
allgemeinen Formen der Funktionen der Stromflachen mit 1/' und % bezeichnet 
werden. 
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ex ox oy oy oz 

F\ f, und Z' bedeuten die ersten totaJen Differentialquotienten der 
Funktionen F^ f und Z nach den Argumenten (/*, Z), \p und z\ 
hiermit folgt 

dx ' dx^ dy ' dy^ dz 

Da |^.|V'. + |31.|Vi=o und ^ = 

dx dx cy oy oz 

aind, wird hiermit die Bestimmungsgleichung fiir yj erfiillt. 

Beispiel. 

Es sei q) = x^ — y*, und dementsprechend xp = 2xy, mit y = 1 

oder allgemein ip = d^xy, mit y = -g = kon8t. 

a 

Nimmt man femer 

mit 6, m als Konstanten an, so erhalt man eine Rohrform, die im 
ebenen Querschnitt ^ = elliptisches oder kreisformiges Profil hat, 
wie sich aus folgendem ergibt: 

In der Flache 99 = wird: x^ — y* = 0, x = 4:y. 

Im Schnitt mit der Ebene x==y wird: yj = a^x^ 
und somit: 

W= d^x^ — 2m ax + m' + h^'z^ 

Die Projektionen der Schnittlinien der !P-Flachen auf die Ko- 

ordinatenebene XOZ sind konzentrische Ellipsen, und daher in der 

u 
m = 0-Ebene Kreise, wenn 6==— ~ gesetzt wird; denn es ergibt sich 

V2 
deren Gleichung in der 99 = 0-Ebene mit x = —-=£ in der Form 



W 



.-"-m+z- 



a" 



2 
^ *^ ist der Abstand des Kreismittelpunktes und f derjenige des 



a 



1) Mit ^ als Abszisse gemessen in der 99 = 0-Ebene. 
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Punktes von der Z-Achse. Mit diesen !P-Flachen ist also ein ge- 
kriimmteB Rohr dargestellt, das in der 99 = 0-Ebene kreis- 
formiges Profil hat und sich nach beiden Seiten in der Art 
zusammmenzieht, daB die Profile ellipsenahnliche Form 
erhalten mit gleichbleibender Achsenlange in der z-Rich- 
tung; die Profillinien, d. h. die Schnittlinien der 99-Flachen mit den 
iP-Flachen werden aber doppeltgekriimmte Kurven, die allerdings in 
Querschnittsflachen mit groBeren Funktionswerten wieder angenahert 
ebene Kurven werden. 
Es wird hiermit: 

d ' 

die Gleichung der !P-Flachen. 

Dieses Beispiel zeigt die analytische Anpassung von 
Kanalformen an eine entsprechende Querschnittsf unktion 
und ist die Methode natiirlich auch anwendbar fiir allge- 
meine 9?-Funktionen mit drei Variabeln. 

Es Bind jetzt noch die ;^-Flachen zu dem System der cp- und 
!P-Flachen in geeigneter Weise zu bestimmen; im geraden Rohr so- 
wie in den Rotationshohlraumen waren es die im gleichen Bogen- 
abstand verteilten, die Rohrachse enthaltenden Ebenen; denkt man 
sich in der der grundlegenden Raumteilung entsprechenden Weise 
in der 9? = 0-Ebene, durch den Mittelpunkt der friiher ermittelten 
Kreise die Radien gezogen, so sind die durch diese Radien und 
durch die Bahnlinien bestimmten Flachen, die den ;^-Ebenen der 
friiheren Falle analogen ;^- Flachen. Diesem Bildungsgesetz ent- 
sprechend ergibt sich als Gleichung derselben 

a 

;i^ = arctg = c 

a\xy — m 

denn es wird: z — — = {aYxy — w)tg;f; 

, f 

in der a? = 0-Ebene ist \xy= _, 

V2 

also 

das ist die Gleichung der in der Ebene liegenden und durch den 

V2^-m 
Punkt f = - gehenden Geraden mit dem Neigungswinkel y gegen 

a 

die f-Achse. 
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Entsprechend ihrem Bildungsgesetz enthalten aUe diese Flachen 
die durch den Mittelpunkt der Kreise gehende Bahnlinie und Bind 
orthogonal zu den 9?-Flachen, was auch durch ihre Gleichung zum 
Ausdruck kommt, da dieselbe von der Form ^ = F{f^ z) ist; aber sie 
sind im allgemeinen nicht orthogonal zu dem v;-Flachen\); 
es tritt dies nur ein fiir ;c = ^> d. i. in der Symmetrieebene der 

Stromungsf orm, also z = Q und in der Zylinderflache ;jr = — , deren 



Koordinaten durch V2a;y = m bestimmt und deren Erzeugenden 
parallel zur Z-Achse sind. 

Bestimmung der Existenz von freien Oberflachen. 

An freien Oberflachen ist die Pressung gleich derjenigen der an- 
liegenden Luftschichten und die Tangentialspannung durch den EinfluB 
der letzteren verursacht^); als einfachster Grenzfall kann konstante 
Pressung und die Tangentialspannung gleich Null, also die freie Ober- 
fiache als spannungslose Niveauflache angenommen werden, die der 
Gleichung 

^« + A+^+ — = konst. 
}' ^9 9 

entspricht, wenn mit p^ die atmospharische Pressung bezeich- 
net wird. 

Es soil nun untersucht werden, ob und in welchem Umfang die 

71 

Zylinderflache x = -x ^^^^ freie Oberflache sein kann, da an derselben 

j>^=l? angenommen werden kann. 

Wird die Z-Achse wagerecht liegend angenommen und die 
geodatische Hohe vom Horizont des Koordinatenursprungs gemessen, 
so ist fiir irgend einen Punkt des Stromgebietes (siehe Fig. 55): 

/j = x sin ii? -{- j^ cos d. 



^) Es ist der Umstand bei Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen an 
einem durch Netzkooidinaten abgegrenzten Element zu beriickaiohtigen. Die 
Momentensumme der auf den fy,- und /j^- Flachen des Elementes wirksamen. 
durch die Fressungen py, und p^ erzeugten Oberflaohendriicke mufi gleich Null 
sein, welche Bedingung nun an Stelle der Mittelwertsbedingung tritt, 
da dieselbe fiir die nicht mehr dreifach orthogonalen Flachen ftf, U' 
und fj^ nicht mehr verwendbar ist, auBer an den bezeichneten Stellen, 
an denen die Dreifachorthogonalitat vorhanden ist. 

') Bei inner en Diskontinuitatsflachen durfte die Bedingung ))x = ^^^ 
nicht zutreffen, da die Existenz der Nebenstromung jedenfalls zumeist durch 
den Bestand von Tangentialspannungen bedingt ist. 
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Aus den Formfunktionen: 

(p = x^ — y^, «^=(2xi/ — 2mV^+m^) + ^^ 

und z 

X = arctg 
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konnen x, y, z als Funktionen von 9?, !P, x bestimmt werden, und 
diese Werte in A, das im Ausdruck v^ = O^Afi^ vorkommt, ein- 




Fig. 55. 

m 

gesetzt werden; X ist ohnehin als Funktion von W anzunehmen; 
hiermit kann die Gleichung der Niveauflachen vollstandig als Funk- 
tionsausdruck mit den Variabeln 97, W und x bestimmt werden; 
im vorliegenden Beispiel erhalt man: 



X = )/|- V( V S'cos ;K + »•)* + 9'^ + "2" 



» = 



\/]- V(V!^«>« Z + w)* + y)' - |- 



z 
A 



= V SPain X 



= 4 (X* + y«) = 4 yivSPcosT+m)* + (y) ' 



Der Mittelpunkt der Kreise in der Flache ^ = ist hiermit 



bestimmt durch 



m 



V2 



^ = 0, 



ji 



da fur denselben 9? = 0, !P=0, cos;f = co8— = 

ist, und besitzt den Wert X = 4 m-. 

Setzt man z. B. in Analogie mit den Resultaten fiir Stromungen 
in Rotationshohkaumen 



220 Ebene zweidimensionale Schichtstromungen. 

(welche Aimahmen ebenso wie dort auf ihre Zulassigkeit durch den 
Versuch zu priifen sind), so erhalt man fiir den Mittelpunkt der 
Kreise in der Flache (p = 0: 

X^=WJ^ und 17=0. 

Wenn nun die Zylinderflache eine freie Oberflache sein solL so 
mufi in alien ihren Punkten, also auch im Kreismittelpunkt, die 
atmospharische Pressung vorhanden sein, also ergibt sich hiermit die 
Konstante der Niveaugleichung aus 

^« + -^_^gini?+ -^co8^4- — m^. if'^^konst. 
Fiir einen anderen Punkt der Zylinderflache werden: 






cosd 



Es mu8 hiermit die Gleichung 

9 9 

fiir alle Werte von cp und W erfiillt werden, wenn die Zylinderflache 
eine freie Oberflache sein soil. 

Mit <p = werden die Klammerausdriicke von sind und cosd 
und das letzte Glied gleich Null; es bleibt 

2 — [mM?Pa^ — ?P^ — m' SF/)] = 0. 

In der Nahe der Symmetrieebene, soweit der Wert von V 
sehr klein ist, wird die Gleichung annahemd erfiillt; bei Vernach- 
lassigung von !P ergibt sich fiir irgendeinen Wert tp^ von 9:^ ein 
Wert von i9, also eine bestimmte Neigung der Koordinatenebenen, 
fiir die die Gleichung erfiillt wird; es kann daher bei dieser 
Neigung der Koordinatenebenen in der Nahe des Quer- 
schnittes <p^ die Zylinderflache als eine Niveauflache an- 
gesehen werden, deren Gebiet sich um so weiter erstreckt, je 
weniger der Winkel 1? mit q? variiert. 

Fiihrt man die vollstandigen Ausdriicke fiir x, y und A in die 
Niveauflachengleichung ein und setzt dann 9? = 0, so erhalt man 
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V 2 cos ;k sin d + l/--sin;c cos i> 



+ — [w*(!P/ — !P») — m« ¥J] = 0. 
9 

Diese Gleichiing laBt erkennen, daB es im Querschnitt <^ = fiir 
bestimmte Werte von ti^ und G eine Linie gibt, an der p konstant 
gleich Pq werden kann, deren Punkte aber mit Ausnahme derjenigen 

fiir ;r = T- nicht mehr in der Zylinderflache liegen. 

Bei den angenommenen Funktionsformen erscheinen hiermit 
nur bestimmt abgegrenzte Teile der zylindrischen ;^-FIache als freie 
Oberflachen geeignet. 

Da es noch unendlich viele Variationen fiir W gibt, die die halbe Rand- 
flache IPtf in gleicher Form enthalten, so ist zu erwarten, daB in der geeigneten 
Wahl der Funktion von W resp. j^ und Z die Moglichkeit gegeben ist, eine 
solche Verteilung der Greschwindigkeitsverhaltnisse zu erhalten, daB eine der 
/-Flaehen in weiterem Bereiche als im gegebenen Fall als freie Oberflache be- 
stehen kann ; bestimmt man z. B. die Funktion derart, daB in der q> = 0-Flache, 
die Kreise des Ringkoordinatensystems entstehen, also exzentrisch liegende 
Kreise, deren Mittelpunkte in der Symmetrieebene liegen, so erhalt man eine 
andere Form fur die xp- und die ;i^-Flachen; es kann hierbei einer der Kreise 
genau dieselbe GroBe und Lage besitzen wie der Randkreis bei der konzentri- 
schen Verteilung und wird daher durch die, durch denselben bestimmte Rand- 
fiache dieselbe sein wie fruher; die Schnittlinien der ;i^-Flachen mit der 97 ==0- 
Ebene werden nicht mehr Gerade, sondem die zu den exzentrischen Kreisen 
orthogonalen Kreise. Derjenige dieser ;|^-Flachenkrei8e, der die Symmetrieachse 
unter rechtem Winkel schneidet, gibt eine sattelformige ;i^-Flache, die geeignet 
erscheint, sich in weiterem Bereich an die Gleichung der freien Oberflache an- 
zuschlieBen, als dies bei der Zylinderflache der Fall war, woriiber nun Unter- 
suchungen ahnlicher Art, wie fruher, iiber den Grad der Annaherung Auf- 
schluB geben konnen. 

Hinweis auf andere Funktionsformen. 

Die im Beispiel verwendete Funktionsform fiir 99, d. i. 9? = x- — y'^, 
wurde der Einfachheit halber gewahlt; sie gibt die einfachsten Aus- 
driicke fiir die Ableitungen, hat aber den Nachteil des asymptoti- 
schen Anschlusses der Bahnlinien an die X- und die y-Achse, d. h. 
dieselbe kann nur solche Stromformen beschreiben, bei denen die 
Geschwindigkeiten mit der Entfemung vom Koordinatenursprung 
stark wachsen; ihr Verwendungsbereich ist daher ein beschrankter; 
es gibt aber noch andere Potentialformen, bei denen dies nicht der 
Fall ist, so geben z. B. die Funktionen 

97 = a{x — e cos y) 
Y; = 5(y-|-e'8iny) 
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eine zweidimensionale PotentialBtrdmung, bei der wegen 



in den, in der YOZ-Ebene liegenden, durch die Ordinaten ^ = 0, 
+ 2;i, +iii bestimmter Parallelen zur Z-Achse die Geschwindigkeit 

gleich Null wird; 1 = — 00 gibt — -i^a; -— = 0, d. h. die Stromung 

kotnmt als ParaUelstromung mit der Geschwindigkeit a aus dem 
negatjv Unendlichen, geht aber im poeitiv Unendlichen wieder jnB 
ABymptotische an den Flachen y = ■+■ n, + 3 ji . . . etc. iiber; aber 
eB gibt noch andere Funktionsformen, bei denen auch die8 nicbt der 
Fall iet, wie z. B. die zweidimenBionalen Strotnungen um feBtetehende 
Zylinder mit Erzeugenden parallel zur Z-Achse (Fig. 56), die Helm- 



ing. 66. 

holtzsche Stromung auB parallelen Flatten, die Stromungen mit 
freien Strahlen; Bolche Strom ungsf or men erscheinen geeigneter z. B. 
zur Beachreibung ungleichformig etationarer Bewegungen in oSeneD 
Kanalen, also etwa bei Behandlung des Stauproblems; ea wird be- 
zuglich solcher Formen auf die Lehrbiicher der Hydrodynamik ver- 
wieeen, namentlich auf Lamb, Bowie wegen der graphiachen Be- 
stimmung solche Formen auf Holzmillers Ingenieurmechanik und 
weiter noch auf MaxwellB Elektrizitat und MagnetiBmus, worin auch 
dreidimenslonale Formen bestimmt Bind. 

Auch iiber andere Rotationaformen geben die aiigegebenen Literetur- 
quellen AufscbluB und let es natiirlich such bei aolcben Formen moglich, 
Kanale mit krunimliniger Achse danuetellen, weim man das Oebiet nicbt um 
die geonietriache Acbse dea Rotstionshohlraumes, sondem uni eine andere 
Bahnlinie abgrenzt. 



Stromungen mit Widerstanden. 223 

Im letzten Beispiel wurde die Existenzmoglichkeit einer freien 
Oberflache in dem entsprechend der ^^-Funktion abgegrenzten Kanal 
untersucht, und zwar unter Aufnahme der Randbedingung, daB an 
der freien Oberflache t);f = sein und dieselbe dem Gebiet- ange- 
horen musse, an dem die Netzkoordinaten dreifach orthogonal sind; 
es wurde dann angenommen, daB dies der Fall sein konne, wenn 
eine der ;)r-Flachen diese Eigenschaften besitzt; bei Schichtstromung 
ist die erste Bedingung in den ;|r-Flachen an sich erfiillt; die zweite 
Bedingung wurde bei der angenommenen Stromungsform nur partiell, 
d. h. an bestimmten Stellen und unter bestimmten Bedingungen er- 
fiillbar gefunden. 

Da beim freien Strahl die freie Oberflache als Begrenzungs- 
flache zu betrachten ist, so wird, sofem Schichtstromung voraus- 
gesetzt werden kann, als Bedingung anzunehmen sein, daB in den 
;if-Flachen und in der v^^-Flache der Wert von ^)^ = sei, wenn die 
Luftreibung gleich Null gesetzt werden kann. 

Beachtet man nun, daB die Gleichungen 3 . . . . J);^ = er- 
geben, wenn die Klammerausdriicke auf den linken Seiten derselben 
gleich Null werden, dafi diese Klammerausdriicke jedoch nur die 
Funktionen (p und W enthalten, so ist zu erwarten, daB diese Glei- 
chungen zur Bestimmung derjenigen !P-Flachen dienen konnen. in 
denen t);^ = ist und daher als Grundgleichungen fiir die Bestim- 
mung der freien Strahlen dienen, und daB die experimentelle Unter- 
suchung der freien Oberflachen ein weiteres Mittel zur Untersuchung 
der Anwendbarkeit der Theorie iiberhaupt und der Grenzen ihrer 
Anwendung wird geben konnen. 

Die Dissertation von Herm Ingenieur Dr.-techn. Hans Grether 
iiber „Potentialbewegung tropfbarer Fliissigkeiten in gekriimmten 
Kanalen^' gibt Versuchsresultate von zweidimensionalen Stromungen. 

Die von Professor Donat Banki im derzeit beginnenden 
Band 67 der Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. Nr. 1 im Artikel „Der 
Energiesatz der kreisenden Flussigkeit^ publizierten Ergebnisse decken 
sich in Gleichung 2 des Artikels prinzipiell mit den Ergebnissen 
dieses Kapitels; die von Banki verwendete Versuchsmethode er- 
scheint geeignet zur Priifung der Zulassigkeit der vorgeschlagenen 
Darstellungsweise. 
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5. StationHre StrSmungr in bewegrten Ka- 
nalen. Stationare RelatiYstrSmung:. 

A. Geometrie der Stromung. 

Stromt Fliissigkeit langs fester Wande eines kanalformig aus- 
gebildeten Hohlraumes, der selbst gegeniiber der Erde eine Bewegung 
besitzt, so heiBt die Ortsveranderung der Fliissigkeit gegeniiber dem 
Gehause des Hohlraumes deren Relativbewegung, diejenige gegeniiber 
der Erde deren Absolutbewegung. 

Die Formen beider Bewegungen sind verschieden und stehen 
durch die Form und Art der Bewegung des Hohlraumes mit ein- 
ander in einem bestimmbaren Zusammenhang. 

Dieser Zusammenhang laBt sich durch folgende Gredankenexperi- 
mente zur Vorstellung bringen: 

Denkt man sich eine kleine Kugel mit der Fliissigkeit bewegt, 
so wird die Bahn derselben von einem Beobachter, der seinen Stand- 




Fig. 57. 



ort am Gehause des bewegten Hohlraumes hat und daher mit dem 
Gehause bewegt wird, in derjenigen Form gesehen, die der Relativ- 
bewegung entspricht, Relativbahn; von einem Standpunkt auf der 
Erde hingegen in der der Absolutbewegung entsprechenden Form 
(Absolutbahn). Fig. 57. 






Geometrie der Stromung. 
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Ein bestimmter Zusammenhang der Bahnen macht sich bei 
dieser Form des Schwimmkorpers nicht direkt bemerkbar. 

Denkt man sich jedoch statt der Kugel zwei durch ein Gelenk 
miteinander verbundene Stabchen von der fingierten Eigenschaft, daB 
sich das eine Stabchen in Richtung der Relativbewegung, das andere 
in Richtung der Absolutbewegung einstellt, so wird von beiden Stand- 
punkten aus zu beobachten sein, daB im allgemeinen die gegenseitige 
Lage der Stabchen bei der Bewegung dieses Instrumentes mit der 
Fliissigkeit sich andert, und wenn mehrere solche Schwimmkorper gleich- 
zeitig eingebracht werden, auch an verschiedenen Orten verschieden 
ist; weiter aber wird zu bemerken sein, daB die Lage des durch die 
Relativbewegung orientierten Stabchens sich bei jeder Bewegung 
des Hohlraumes im wesentlichen an die Richtung der Kanalachse 
(Mittellinie des Kanals) anschmiegt, wahrend die Lage des durch die 
Absolutbewegung orientierten Stabchens sich mit der Bewegung des 
Hohlraumes andert; bei Stillstand des Kanals nehmen beide Stab- 
chen die gleiche Lage an, bei Bewegung des Hohlraumes kreuzen 
sie sich mehr oder weniger, je nach dessen Geschwindigkeit. 

Hiemach andert sich bei dieser Bewegung hauptsachlich die 
Form der Absolutbahn, wahrend diejenige der Relativbahn mehr an 
die Kanalf orm gebunden 

bleibt und sich nur in ^ ^ v/ ^ 

dem MaBe andert, als ^ . «f^ 

innerhalb der Kanalform 
eine Formanderung der 
Stromung eintritt. 

Ein anderes Gedan- 
kenexperiment ist fol- 
gendes! denkt man sich 
eine groBe Anzahl sol- 
cher Schwimmkorper 
mit der Fliissigkeit be- 
wegt, so kann sich bei 
geeigneter Aufeinander- 

folge derselben durch Momentphotographie ein Netzbild ergeben, in 
dem die durch die Relativbewegung orientierten Stabchen sich zu 
einem Liniensystem vereinigen, das den relativen Strombahnen ent- 
spricht. wahrend die andem Stabchen sich zu einem das erste schnei- 
denden Liniensystem vereinigen, das die Stromlinien darstellt, nach 
denen im Moment der Aufnahme die Absolutbewegung stattfindet. 
Fig. 58. 

Ist nun die Bewegung sowohl der Fliissigkeit als auch des Hohl- 
raumes derart beschaffen, daB sich dauemd solche kongruente Netze 
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Fig. 58. 



PriiW, Techni«che Hydrodynamtk. 
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aufnehmen lassen und bleibt hierbei auch die Pressung in jedem 
Punkte dauemd dieselbe, so ist die ganze Bewegung stationar; es 
kann dies natiirlich nur eintreten, wenn die Relativbewegung und 
die Bewegung des Hohlraumes stationar sind, bleibt aber immerhin 
ein Abstraktum, da es nur unter ganz besonderen Bedingungen mog- 
lich ware, die ZufiuBverhaltnisse zum Kanal dauemd stationar zu 
erhalten; in den Kanalen der Kreiselrader wird die Bewegung im 
allgemeinen periodisch stationar. 

Bei Verwendung derselben Darstellungsweise wie fur die sta- 
tionare Bewegung in feststehenden Raumen wird es jedoch zweck- 
dienlich sein, vom Abstraktum der stationaren Relativbewegung aus- 
zugehen, d. h. stationare Formen derselben anzunehmen und deren 
Bestandsmoglichkeit und Grenzen zu untersuchen. 

Fiir die mathematische Darstellung wird ein mit dem beweg- 

lichen Hohlraum fest verbundenes Koordinatensystem anzunehmoi 

sein; in den auf dasselbe bezogenen Fundamentalgleichungen ist die 

Zeit als Veranderliche nicht enthalten und sind alle partiellen Ab- 

leitungen nach der Zeit gleich Null 

Bestimmt man jedoch die Bewegung in bezug auf ein mit der Erde fest 
verbundenes Koordinatensystem im Sinne der Eulerschen Fundamentalglei- 
chungen, so miissen dieselben die Zeit enthalten, da die Punkte des feststehen- 
den Raumes standig mit anderen Punkten des beweglichen Raumes zur Deckung 
kommen; nimmt man z. B. den Fall des rotierenden Kreiselrades und legt man 
die Drehachse desselben in die Z-Achse des feststehenden Koordinatensystems, 
so wird bei Drehung des Rades irgend ein Punkt des festen Raumes, der 
innerhalb des Stromungsgebietes liegt, abweohselnd mit Punkten des bewegten 
Raumes zur Deckung kommen, die in den mit Fliissigkeit erfiillten Raumen 
desselben und in den Schaufeln liegen; duroh den Punkt des festlieg^nden 
Raumes geht Biaterie von verschiedener Art, und daher miissen die Euler- 
schen Gleichungen, die den Zustand in diesem Punkt beschreiben, die Zeit ent- 
halten. Die Bewegung ist daher formell gegen den festen Raum nicht stationar. 

Aus dem Grunde ist es angezeigt, von einer Darstellung der Be- 
wegung durch Gleichungen, die sich auf das feste Koordinatensystem 
beziehen, abzusehen, und unter Beniitzung des durch die Mechanik 
im Satz von Coriolis gegebenen formellen Hilfsmittels den Unter- 
suchungen das bewegte Koordinatensystem zugrunde zu legen. 

Es wird hierbei geniigen, den Fall geradliniger gleichformlger 
Bewegung der Kanale zur ersten Orientierung und welter den Fall 
gleichformlger Rotation von Kanalen um eine feststehende Achse ent- 
sprechend der Anwendung auf Kreiselrader zu behandeln. 

Die allgemeinen geometrischen Eigenschaften der Formfunktionen 
der Relativbewegung sind dieselben wie im Falle des feststehenden 
Raumes; es sind daher auch alle auf dieselben basierenden geome- 
trischen Methoden sowie das Hilfsmittel der konformen Abbildungen 
fiir die graphische DarsteUung von Relativstromungen verwendbar. 
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Als notwendige Erganzung ist der Zusammenhang der relativen 
Strombahnen mit den absoluten Momentan-Stromlinien zu unter- 
suchen: 

l.FaU. 

Die Formf unktionen 9? und yj seien vorerst zweidimenfiional, mit 
X==z; die Kanale sind begrenzt durch ^-Flachen und ebene parallele, 
sur Z-Achse senkreehte Seitenwande (;|r-Flachen); es wird angenommen, 
dafi der Widerstand an den Seitenwanden gleich Null sei; es ent* 
spricht alao die Stromung dem auf Seite 213 behandelten Falle. 

Die Kanale besitzen eine geradlinige gleichformige Tranalations- 
bewegung paraUel sur Z-Achse. 

Die Geschwindigkeitakomponenten der Belativbewegung werden 
hiermit 

X ist eine Funktion von yf von der Eigenschaft, daB deren Wert 
entsprechend der Annahme des Haftens an den Wandflachen der 
Kattale; bei einer Aufeinanderfolge gleich groBer Kanale wird hier- 
mit z. B. der Wertverlauf von v langs einer zur X-Achse parallelen 
Geraden durch eine periodisch verteilte Kurve dargestellt werden 
konnen. 

Es sei u = QK^ die Translationsgeschwindigkeit der Kanale. 
Da nun nach dem ersten Gesetz der Relativbewegung in jedem Zeit- 
punkt die Absolutgeschwindigkeit eines Punktes des in relativer Be- 
wegung befindlichen Korpers gleich ist der Resultierenden aus der 
Relativgeschwindigkeit dieses Punktes und der Geschwindigkeit, die 
demseiben als Punkt des in Bewegung befindlichen Raumes zukommt, 
so werden, wenn man mit w^, to und w^ die Geschwindigkeitskom- 
ponenten der Absolutbewegung bezeichnet: 



X 



to 

V 






to^ = Vg = 0, 



Die absoluten Stromlinien liegen ngtch den friiheren Erorterungen 
auf Flachen, die im vorliegenden Fall als Zylinderflachen mit Er- 
zeugenden parallel zur Z-Achse erscheinen; wird mit L^ deren Funk- 
tion bezeichnet, so folgt 



"ax ^ dy ^ 



-1-5* 
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als Differentialgleichung einer L^-Flache, in der dann dx und dy 
proportional w^ und t€ sind, so daB sich als Bestimmungsgleichung 
fiir L^ mit 99^ und rp^ als Formfunktionen der Relativbewegung 
wegen 



ergibt: 



dy dx 



dx 



i+^j^+^-yM-y^-'h"- 



deren Integration durch das System simultaner Dififerentialgleichungen 
vermittelt wird: 

dx dy dL^ 

dy dx 

Als allgemeines Integral folgt L^ = F(J Xdy}^-{- K^y)y L^ kann eine 
beliebige Funktion des Argumentes Jkdyf^^K^y sein, damit die 
Dififerentialgleichung erfiillt wird; bezeichnet man nun das bei 
gegebener Funktionsform von X entwickelbare Integral jXdxp^ mit 
L^, so wird, da jeder rp^-YlwiYie ein bestimmter Wert zukommt, 
auch durch L^ jeder y^-Flache ein bestimmter Wert zugeteilt und 
man ist wieder imstande, die Schnittlinien der Zr^-Flachen mit den 
;)r>£benen in einer derselben als Konstruktionsebene in solcher Auf- 
einanderfolge zu zeichnen, daB den einzelnen Linien Werte von L^ 
zukommen, die um den gleichen Betrag von Linie zu Linie difiFerieren. 

Bezeichnet man femer den Ausdruck (K^-y) mit L^^ so ist dies 
ein Funktionsausdruck fur Ebenen parallel zur -ZOZ-Ebene, deren 
Darstellung zur X-Achse parallele Gerade ergibt, die dann ebenfalls 
in solcher Aufeinanderfolge (in vorliegendem Fall in gleichen Ab- 
tanden) gezeichnet werden konnen, so daB die Funktionswerte der 
aufeinanderfolgenden Linien wieder um gleiche Betrage differieren; 
L^ kann als Bahnfunktion der Baumbewegung, L^ als Bahnfunktion 
der Relativbewegung, L^ als Linienfunktion der Absolutbewegung 
bezeichnet werden. 

Nimmt man nun die einfachste Form des allgemeinen Integrals 
fiir L^^ das ist mit den gewahlten Bezeichnungen 

a r I 9 ' 

80 ergibt sich hiermit die Funktion L^ als Summe der Funktionen 
L^ und L^ und hiermit die Grundgleichung fiir die gra- 
phische Bestimmung der absoluten Stromlinien durch gra- 
phische Funktionsaddition: L^ erhalt in denjenigen Punkten 
gleiche Werte, in denen die algebraische Summe von L^ und 
Zf, i^p^tupt .ist. 
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la den Figuren 59 & und b, 60 a und b ist diese Methode der 
Stromlinienbestimmung fiir einen parabolischen Kanol durchgefuhit, 
und zwar in der Figur 69 a bei widerstandefreier Relativbewegung, in 
der Figur 60 a bei widerstondsbehafteter Relativbewegung. 

Fig. 59 a. 



■t f><^ 
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Im ersten Fall ist >l = 1 , mithin L^ = j Xdy>^ = y)^ — tp^^, und 

^^^ Vr a = "f" *j ^r = y^r — ^ ' ^®^ Aimahme K^ = — 2,5 entspricht 
eine Richtung der gleichformigen Translationsbewegung des Kanals 
im Sinne des Pfeiles bei u; die GroBenverhaltnisse der Geschwindig- 
keiten bei Ein- und Austritt sind durch den der Figur beigegebenen 
Hodograph gekennzeichnet. Da bei widerstandsfreier Stromung durch 
den parabolischen Kanal die Relativgeschwindigkeit in alien Punkten 
einer Parallelen zn OX denselben Wert hat, so sind die Hodographen 
fiir alle Strombahnen kongruent. 
Im zweiten Fall ist 



angenommen und wird hiermit 

/r 

die graphische Bestimmung der Werte von L^ durch die Integral- 
kurve von X und die Lagebestimmung der Schnittpunkte der mit 
gleichen Wertdifferenzen aufeinanderfolgenden L^-Linien mit der 
Linie a h ist in dem der Stromlinienfigur beigegebenen Diagramm 
durchgefiihrt. 

Mit X*„ = — 34-375 ergibt sich in diesem Fall eine Aufein- 
anderfolge der L^-Ldnien, die derjenigen des ersten Falles identisch 
ist; man erkennt aus dem Vergleich der beiden Stromliniennetze 
den EinfluB der Widerstande auf Lage und Form der absoluten 
Stromlinien; da die Gleichung fiir X Haften an den Wanden yj^^ und 
y^rb ^^&^^9 ^^ mtissen die absoluten Stromlinien an diesen Wanden- 
tangenten parallel zur n-Richtung besitzen; aus den der Figur bei- 
gegebenen Geschwindigkeitsdreieeken ist die Verschiedenheit der Ein- 
resp. Austrittsrichtung an den Enden der aufeinanderfolgenden rela- 
tiven Strombahnen zu erkennen. 

Andere Werte von K^ ergeben naturgemaB andere Formen der 
absoluten Stromlinien. 

Durch die Lage der absoluten Stromlinien an den Endquer- 
schnitten des Kanals sind die Richtungen bestimmt, in denen einer- 
seits dem Kanal die Fliissigkeit zugefiihrt werden muQ, damit die 
den angenommenen Formfunktionen und der eingefiihrten Funktion I 
entsprechende stationare Relativstromung im Kanal stattfinden kann, 
mit denen andererseits die Fliissigkeit den Kanal verlaBt; die Kenntnis 
dieser Richtung hat praktische Bedeutung wegen der Ausbildung der 
Zu- und Ableitungskanale und wie sich spater ergeben wird, bei Be- 
rechnung der Kraftabgabe. 
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Im vorliegenden Beispiel laBt sich da43 Netz der Relativ- und 
Absolutbahnen leicht zeichnen, da die L^-, L^- und L^-Flachen Zylinder- 
flachen resp. Ebenen mit Erzeugenden parallel zur Z-Achse und die 
Kon8truktionB-(;i;-)Flachen Ebenen sind. 

Die Methode laBt sich auch fiir dreidimensionale Formfunk- 
tionen anwenden, wobei nun im allgemeinen auch die £r^-Flachen 
doppelt gekriimmt werden und daher die graphische Darstellung der 
Netze in der Ebene durch konforme Abbildungen erfolgen muB; es 
ist hierbei die Funktionsform von L^ zu bestimmen, was jedoch im 
allgemeinen mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden ist. 

Die graphische Funktionenaddition laBt sich aber auch zur Dar- 
stellung der Schnittlinien der Querschnittsflachen beniitzen. 

Bezeichnet man mit 9?^ die Querschnittsflachen der Relativbewe- 
gung, mit 9?^ diejenigen der Absolutbewegung in der dem Stabchenversuch 
entspreehenden Netzdarstellung, so werden, wenn man die Relativ- 
bewegung als voUkommene Potentialstromung annimmt und k = 0£'„ 
als Translationsgeschwindigkeit in der X-Richtung einsetzt: 

oz 

und man erkennt, daQ tc,, to , tc, von einer Funktion <p^ als Quer- 
schnittsfunktion durch die Ansatze: 

^=^?^. u,=G^; tc;=G^- 

abhangig gemacht werden konnen, wobei 99^ = 99^ -[- iL^a: wird; be- 
zeichnet man <p^ = K^x als Formfunktion der Raumbewegung, so er- 
halt man in 

die Grundgleichung fiir die graphische Addition der Querschnitts- 
funktionen; das Verfahren ist nicht mehr an zweidimensionale Stro- 
mungsformen gebunden und kann auch auf Grund der Gleichung: 

<Pr = <Pa — 'Pa 

zur Bestimmung der Flachen 99^ dienen, wenn die 9?^- und 93^-Flachen 
gegeben sind. 

Schneidet man z. B. eine gegebene und auf gleiche Funktions- 
wertdifiFerenzen geordnete 97^-Flachenschar durch Ebenen, die unter- 
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einander parallel sind und senkrecht zu den 97^-Flachen stehen, so 
ergeben sich in diesen Ebenen als Konstruktionsebenen Schnittlinien 
mit den 99^-Flachen und Gerade mit den ^^-Flachen, denen nach alge- 
braischen Reihen geordnete Funktionswerte zukommen; die Verbin- 
dungslinien der Punkte mit gleichen Werten q)^ — q>^ geben in jeder 
£bene die Schnittlinie der 99^-Flachen mit derselben und deren Ge- 
samtheit die Schar der 9:7^-Flachen; deren orthogonale Trajektorien 
geben die Bahnen der Relativstromung, von denen ein Teil durch 
eine Wandflache abgegrenzt werden kann. 

Man erkennt, daB in diesem Fall beide Stromungen Potential- 
formen besitzen. 

2. FalL 

Die Formfunktionen 99^ und \p^ seien wieder vorerst zweidimen- 
sional, also: x^=z\ der Kanal rotiert mit der gegebenen Winkel- 
geschwindigkeit (o = 0*Ko, um die ^Achse; die Fimktionen werden 
zweckmaBig in Zylinderkoordinaten ausgedriickt, die Kanalbegrenzung 
ist gegeben durch zwei ^^-Flachen und zwei ;|^-Ebenen; letztere soUen 
wie friiher keine Widerstande verursachen, es werden allgemein: 

"" dr v' ^ rdq r ' 

X ist nur eine Funktion von yj^, hiermit folgen die Komponenten der 
Absolutgesehwindigkeit : 

•■ •■ dr V 

die relativen Strombahnen und die absoluten Stromlinien liegen wieder 
auf Zylinderflachen mit Erzeugenden parallel zur Z-Achse; es folgt 
analog wie friiher 

" dr ^rdq ^ 

und als Differentialgleichung zur Bestimmung der Funktion £^, da 
dr proportional w^ und rdg proportional to sind: 

^te.A)+?£.(l|..i+,r.)_„. 

dr \dr v) rdq\r*oq v I 

Um zu imtersuchen, ob die graphische Fuhktionsaddition auch 
in diesem Fall verwendbar ist, wird wieder 

L^==L^ + L, mit L^ = JXdy;^ 
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gesetzt, es folgt: 



dr 
rdq 



= X 



dr 



~ dr 



rdq rdq 



und somit 



X*dq>^ dxp^.kdcp^ dL Pd<p^ dtp, . idy^ 



+ T. 



+ -r 



+ 



V dr dr V dr dr v rdq rdq dq 

r-dq r-dq dq ' 



K 



(O 



wegen der Orthogonalitat von <p und q sind: 

dr dr rdq rdq ' dr 

und wird hiermit: 



_avv 

rdq 



r dq dr dq \r^ dq J dq 



nimmt man: 



r'^K 



-— -^ = 0, also -— *- = ---^, so wird — -^ = rft>; L^ = — -- 
dq dr dr ' dr '2 



o» 



, d. h. 



die graphische Funktions- Addition nach der Formel L^ = L^-{- L^ 
ist anwendbar, wenn die JD^-Flachen als koaxiale Zylinder- 
flachen genommen werden, die in den ;|^-Ebenen durch kon- 

zentrische Kreise dargestellt sind mit r=l/- — '-; dieselbe 

liefert in ahnlicher Weise wie im friiheren Fall das Netz 
der relativen Strombahnen und absoluten Stromlinien. 

Auch in diesem Fall ist Verallgemeinerung moglich; die Be- 
stimmung der Funktion L^ ist, wie friiher, mit Schwierigkeiten ver- 
bunden; die Verwendbarkeit der Funktionenaddition fur die Quer- 
schnittsfunktionen ergibt sich aus folgenden Uberlegungen : 

Setzt man allgemein 



dz v„ 



dw 1 

' dz v/ 



dr V, 

*" dr v^ 



w. 



G 



d(Pa^ 



rdqv. 



^ rdq v^ 



a 
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und u==0^:Kn, so folgen die Gleichungen: 



dz 



dz V, 



dq>r_^(Pa\ 



dr 



dr V, 



d^ dq ^ 



und aus denselben, wegen 

dz dr dr dz ' dr dq 

die weiteren Gleichungen: 



d dq>. 



dq dr 



d dq)^ d d<p^ 

dq dz dz dq 



V 



V 

d-^ 
dz dr 

d^ 
dr dq dq dr 



dr dz 



V 

d-^ 



2rK^v^ — r^R 



to 



dv 
dr 



V V 

8— a— 

dz' di~ dq, dz '" dz 

V 

Wird nun v^ = v^ = v genommen, so f olgt — ^ = 1 , alle Ablei- 

a 

tungen dieses Verhaltnisses sind gleich Null; man erhalt: 

dv 



und hieraus 



d V 

2ry + r* — = 0; 

dr 



Q 



dz 



= 



,« > 



dv 



worin Q eine beliebige Funktion nur von q ist; da wegen -r— = 

o z 

der Funktionsausdruck fiir v unabhangig von z sein muB; 

d<p^^d<p^ 
dz dz 

dq)^^d(p^ 
dr dr 

dq. dq ^ ^ 



Geometrie der Stromung. 235 

Man erkennt, daS durch 

wieder die Anwendbarkeit der graphischen Funktionenaddition be- 
griindet ist. Die Formfunktion der Raumbewegung ist 

die 99^-Flachen sind Meridianebenen; die Darsteliung der Schnittlinien 

wird in koaxialen Zylinderflachen resp. deren Abwicklungen er- 

folgen konnen. 

Die Stromungsformen der absoluten und der relativen Bewegung 

miissen hierbei der allgemeinen Differentialgleichung V^^ (S. 86) mit 

Q 
v = -2- entsprechen; mitQ=l erhalt man: 9>^«as^o,g und die Glei- 

chung V^^ erhalt die Form: 

dz"""^ r^dq^ '^dr' '^ r dr~ r dr ' 

Nimmt man v^=l an, so f olgt aus der ersten und der dritten 
der Gleichungen b: 



t^'-i^'-'-^)'^'"". 



dr dq \dq 
wahrend die zweite der Gleichungen b die Fonn erhalt: 

dr dq \dq *^ ^"Z dr —^^^""r- 

Da die linken Seiten beider Gleichungen identisch sind, so 
konnen dieselben nur bei Ko,^==0 bestehen; es ist also bei K^=ji^O 
Potentialform von 9?^ im allgemeinen nicht moglich; dasselbe Be- 
sultat erhalt man, wenn man v^^l setzt. 

Ist die Stromung rein zweidimensional, also samtliche Funk- 
tionen mit Ausnahme ;^ = 2: unabhangig von z, so entf alien die erste 
und die dritte der Gleichungen b; man kann dann v^=\ setzen 
und entsprechende Werte von v^ beigegebenen q)^ finden, d. h. es sind 
Potentialstromungen fiir <p^ moglich. 

Diese Ergebnisse konnen folgendermaSen gedeutet werden: 

In einem rotierenden Kanal mit feststehender Achse nehmen 

die Relativ- und die Absolutbewegung Stromungsformen an, deren 

Q 
allgemeine Differentalgleichung die Funktion v in der Form v=^~^ 

enthalt; entspricht die gesamte Kanalbewegung solchen Formen nicht, 
so tritt diskontinuierliche Stromung ein. 
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B. Kinematik der stationaren Relativ- 

stromimgen. 

Es wurden schon in den letzten Untersuchungen die Geschwindig- 
keitskomponenten in Zylinderkoordinaten 

v. = G -77-- — ; v„ = G —^ — ; v^ = -^ — 
oz v^ « rdq v^ ^ dr v^ 

eingefiihrt; der Beweis fiir die Erfiillung der Kontinuitatsbedingung 
bei Annahme dieser Zusammensetzung der Ausdriicke fiir die Kom- 
ponenten ergibt sich in analoger Weise wie auf Seite 98. 
Da Wg=^v^y io^zs^v^, fc^^v^-^-r-Q), also 

dWg dv^ dw^ 3v^ w^ v^ dwq dvg 

dz dz ^ dr dr* r r * rdq rdq 

sind, BO ergibt sich, daB die Kontinuitatsgleichung fiir die Absolut- 
bewegung erfiillt wird, wenn dies fiir die Relativbewegung der Fall 
ist und umgekehrt. 

Ebenso konnen alle Untersuchungen iiber die Deformation von 
Flachen und deren Resultate heriibergenommen werden. 

Die Wirbelfunktionen von Helmholtz sind in Zylinderkoordi- 
naten bestimmt durch die Gleichungen: 

dv dv 
2^„= — -^ — — -^ Rotation um den ParaUelkreia 

* dz dr 

2d = -;r^ 4- -'^- -^ Rotation um eine Achse 11 Z 

cr r rdq 

2 d- = -~ — -— ^ Rotation um den Radius r. 

rdq dz 

Nimmt man zur Vereinf achung G = 1 , f emer v^ = v^ == v = — ^ , 
und l=\, also 

dz ^ dr * rdq 

an, so werden fiir die Relativbewegung 

*. — ^^ '---k *'="■ 

Fiir die Absolutstromung wird w =r^ -^-{-rE^^eB folgt hier- 

mit fur dieselbe #, = -^ -\- K^ wahrend *„ und #, dieselben Werte 

' dq * ^ 

beibehalten. 
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Die lineare infiniteeimale Deformation hat in beiden Stromungen 
nirgends Rotationskomponenten um die Badien als Achsen, die 
resultierenden Rotationsachsen beriihren daher in jedem Punkte 
den denselben enthaltenden Kreiszylinder um die z-Achse, woraus 
folgt, daB die Wirbellinien dieser Stromung auf diesen Kreiszylin* 
dem liegen. 

Soil nun die absolute Stromung, in der nur die Schwerkraft 
als Massenkraft wirksam ist, widerstandsfrei sein, so miissen, wie 
schon auf S. 117 und 118 erwahnt, die Wirbellinien immer mit den- 
selben Fliissigkeitsteilchen zusammenf alien; im vorliegenden Fall 
konnte dies nur bei solchen Stromungsformen der Fall sein, bei 
denen eine um z kreiszylindrische Ausgangsflache zu anderen Kreis- 
zylindem deformiert wird. 

Dies wird eintreten, wenn w^ unabhangig von z und q, mithin 
entweder w^ = oder 

ist, worin B nur eine Funktion von r, Y eine solche von z und 

q ist. 

Q 
Nimmt man aUgemeiner nach S. 234 v = -^, so erhalt man 

auch allgemeinere Formen fiir widerstandsfreie Stromung, denn es 
werden hierbei fiir die Relativbewegung 

»=L^fr. #=i^. ^=r!«!M 

« Q dz ' ' Q dq ' '^ 2 Q^ dz ' 

d. h. die resultierende Rotationsachse und somit auch die Wirbelfaden 
haben allgemeinere Lagen wie oben. 



C. Dynamik stationarer Relativbewegungen. 

Als Massenkrafte sind neben der Schwerkraft die Erganzungs- 
krafte der Relativbewegung einzufiihren. 

L FaU. 
Geradlinig gleichformige Translation des Hohlraumes. 

Die Erganzungskrafte sind gleich Null, da die Punkte des wan- 
demden Hohlraumes beschleunigungslos sind; die Ergebnisse der 
Untersuchungen fiir stationare Stromungen durch feststehende Hohl- 
raume konnen iibemommen werden; es bedarf nur der Unter- 
suchung des Einflusses der Randzustande bei Ein- und Austritt in 
und aus dem Hohlraum. 
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In den Fig. 61 bis und mit 66 ist fane orientierende Unter- 
Buchnng dieser Art fiir den paraboliechen KonaJ dnrchgafiilirt: 



Fig. 61. 

Fig. 61 gibt die Strom ungsform durch Darstellung der Form- 
funktionen. 

Fig. 62 gibt die Geschwindigkeits- und PreaaungSEoetande bei 
widerstandafreier Stromung durch Darstellung der laotochen und Ni- 
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veaulmien; ee sind bebufs allgemeiner GebFauchsfahigkeit als Ibo- 
taohea diejenigen Geroden parallel zor ^-Aobw eingezeichnet, deren 

Punkten gleiohe Werte vtm -^ znkommen, als NiTeaulinien die- 
jeoigen Geraden parallel zor y-Achse, denen gleiche Werte von 
X 

zukommen. Der EinfluQ der Schwerkraft auf die PreasungBverteilung 
ist nicht beriickaiohtigt. 

Da die I^ngeabezugseinheit e ^ 1 cm aDgenommen ist, bo iatO 
in cm/sek, g = QSl oto/eekl, y = 1 g = 0,001 kg einzosetzen; man 
erhalt dann v in cm/sek und p in g resp. kg/cm*. 



^^f^ 



^^ 




In Fig. 63a sind die Isotacben bei widentandsbehE^teter Be- 
wegung unter der Annalime von 



i ^ V Va* — yj* ^ V4* — y>* , 
und zwar wieder durch Zeichnung derjenigen Linien dargeetellt. 



Pmikte dieser Isotacben erfolgte mit Hilfe der oberen Nebenfigur 63b. 
imter Beriicksichtigung der Relation 



l=v^h(^)- 



i'^i. 
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wonn 11= — , 

ist; die untere Nebenfigur 63c gibt die GeschwindigkeitsTertetlimg 
in einer Querschnittsflache. 

Der obigen Annahme ron i entapricht Widerstand&loeigkeit der 
ebenen Seitenwinde. 

In Fig. 64a aind die Niveaulinien in dieaem Ksnal fiir zwei 
Falle dargeBt«llt, in den Diagrammen Fig. 65 and 66a und b dereo 
graphiscb-rechneriacbe Bestimmung durchgefuhit. 



Fig. 64a. Fig. e4b. 

Dieae Beatimmung erfolgte unter nachatehenden Uberlegungen : 
Da die Strom ungsform eine wideretandslose Bewegung zulaSt, ao 
nimmt die hydrodynamiacbe Gmndgleichung XXIII bei Vemacli- 
laeaiguDg des Schwerkraftgliedes die Form an 

ldp + dj-\-^dtp-irdU=0. 

Eb wurden nun, wie bei den fruher unterauchfcen Stromungs- 
f ormen 0^^O und U=<p *P mit if ala einer, folgendeti Bedingungen 
unterworfenen Funktion von yt angenommen: 

Fall A: !f iat derart zu beatimmen, daB die Querschnitteflache 
g5 = 20 zu einer Niveauflache mit dem Preaaungswert j)=j)p wird; 

Fall B: ff' ist derart zu bestimmen, daB die Endflache cd zu 
einer Niveaud&che mit dem Preaaungswert p ^Po wird. 

In beiden Fallen soil U in derjenigen Flaohe v = Vo ^^^ Wert 
Null annehmen, in der den Schnittpunkten mit den benannten 
Grenzfiacben der groQte Wert von v zukommt, das sind im Fall A 
die Fliiche v^-|- 1,5, im Fall B die Flachevj = 0. Die B^:rundung 
dieaer Annahme wird weiter unten erfolgen. 
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Obige Diff erentialgleichung gibt integriert mit <P = und U = qp-^ 



allgemein: 



^p+\-\-<p'l'-^onBt. 



^ fWtHe 







$!»&$&» 



Fig. 65. 




und wird in der Flache 99 = 20 fiir irgendeine v^FI&che 

^Po + Y + ^° *"= ^'*°**- 

PriJilI, Techniscbe Hydrodnuuulk. 



16 
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fiir die y^^-Flache mit W=0 und v=^Vq 



V. 



2 



somit 



^i?o + -|- = konst, 



2 2 



oder 



2W 



=m'-m 



Auf dieser Beziehung beruht die in Fig. 66 b durehgefiihrte 
Bestimmung der Ordinatenwerte der dort als !P-Linien bezeichneten 
Summe fiir den Fall A, und in der ersten der Fig. 65 zu Fall A. 

Es folgt ferner 



oder 



^(p-l'o) + |^ + ^«^=^ 



yCf* 



.« 



(P-Po)-^(^) + 



2!P 



\GJ ' €P 



-fej 



2 



als Bestimmungsgleichung fiir die Werte von — -^ {p — Pq) fiir die 

verschiedenen Punkte des Stromungsgebietes, fiir die nun v, <p, W 
bekannt sind, die in den Figuren 65 in leicht ersichtlicher Weise 

fiir beide Falle beniitzt 
ist; aus diesen Figuren 
konnte die Pressungsver- 
teilung langs der einzel- 
nen Bahnlinie in der 
linken Figur 66 a und 
hieraus die Bestimmung 
der Punkte der einzelnen 
Niveaulinien in Fig. 64 a 
durchgefiihrt werden. 



?t?T *» 





-SestrecktB Bahn//me 



Fig. 66 a. 



«■ « Q." ^ V tf Cf ^' Cf 

Fig. 66 b. 
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Zum Vergleich wurde in Fig. 646, Seite 240, die Darstellung einer 
durch Versuche bestimmten Pressungsverteilung in Leitkanalen fiir 
Dampfturbinen aus der Promotionsarbeit des dipl. Maschinening. 
Herm Dr. techn. Walter Anderhub reproduziert. Diese Versuche 
wurden in der kalorischen Abteilung des Maschinenlaboratoriums 
der Eidg. techn. Hochschule in Ziirich durchgefiihrt. 

Der Versuchskanal hat zwar nicht parabolische Form der Leit- 
wande und war mit Dampf nicht mit Wasser beaufschlagt; es diirfte 
trotzdem ein Vergleich wenigstens hinsichtlich des allgemeinen Ver- 
lauf es der Niveaulinien zulassig sein. Derselbe gibt fiir den Fall A inso- 
f em Ubereinstimmung, als die Niveaulinien qualitativ ahnlichen Verlauf 
zeigen, indem die in die konvexen Leitflachen fallenden Enden derselben 
naher am Eintrittsquerschnitt liegen als deren Enden in der konkaven 
Leitflache; im Fall B liegen die Enden nach der theoretischen Bestim- 
mung nahezu in gleicher Entfemung von den Punkten a und h\ im 
Versuchskanal ist gegen den Austritt keine Querschnittsflache als 
Niveauflache zu erkennen ; auch an der engsten Stelle hat die Pres- 
sung im Querschnitt verschiedene Werte in verschiedenen Punkten; 
daB im Versuchskanal eine Pressungszunahme gegen den Austritt 
hin stattfindet, entspricht der in dieser Richtung stattfindenden Er- 
weiterung; die im Fall A nach 9? == 20 bestimmte Abnahme der 
Pressung entspricht hingegen der der angenommenen Geschwindig- 
keitsverteilung zukommenden VergroQerung der Geschwindigkeit; es 
erscheint durchaus nicht ausgeschlossen, durch Annahme einer anderen 
Funktionsform fiir X im FaU A einen den Versuchsergebnissen noch 
naherkommenden Verlauf der Niveaulinien erreichen zu konnen, und 
zwar dann, wenn k darauf gewahlt wird, daB der Wert v^ in der 
^-Flache naher an die konvexe Leitflache zu liegen kommt; es ist 
namlich ersichtlich, daB die namentUch an der berechneten Niveau- 
linie des Falles 1 auftretende Ausbuchtung auf die Annahme zu- 
riickzuf iihren ist, daB langs der den Wert v^ enthaltenden Y^-Flache 
U=0 sei; diese Annahme wurde unter der Anschauung gemacht, 
daB die Widerstande beiderseits gegen das Innere zu abnehmen. 

Die Annahme <2> = beruht auf der Anschauung, daB im Kanal 
keine Ursachen zu einer unstetigen Anderung der Widerstande vor- 
handen sind. 

Wenn nun auch Erscheinungen von Dampfstromungen nicht un- 
mittelbar zum Vergleich mit solchen von Wasserstromungen dienen 
konnen, so diirfte doch die Brauohbarkeit der Methode fiir die Dar- 
stellung der Stromungs- und Pressungszustande geniigend erwiesen 
sein, ihre weitere Anwendung erfordert in erster Linie die Durch- 
fiihrung entsprechend organisierter Versuche. 

Wie sich aus dem Beispiel der Stromungsnetze in einem para- 

16* 
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bolischen Kanal ergibt, ist die Richtung der absoluten Geschwindig- 
keiten bei Vorhandensein von Stromungswiderstanden sowohl am 
Eintritt als auch beim Austritt verschieden f iir die einzelnen Punkte 
der betrefifenden Querschnittsflachen; es bedingt dies, daB, sofem die 
Zuleitung durch ein Kanalsystem mit stationarer Stromung staft- 
findet, im Kanal selbst zuerst eine nicht stationare Stromung ein- 
tritt, die dann unter dem EinfluO von Reibung und Turbulenz 
sich zu einer stationaren Hauptstromung herausbilden kann. Diese 
Storung am Eintritt ist nach den Ergebnissen der Versuche von 
Pfarr in Kreisekadem immer der Fall beim tJbergang vom Leit- 
rad in das Laufrad und kann deshalb, weil der Widerstand der Be- 
grenzungswande jedenfalls nicht vermieden werden kann, nicht be- 
seitigt, sondern durch passende Formgebung, die eine baldige Uber- 
fiihrung in den stationaren Zustand ermoglicht, nur gemildert werden. 
Hierbei kommt noch der Umstand in Betracht, daB, wie schon 
friiher erwahnt, infolge der materiellen Ausbildung der Teilung des 
Stromungsgebietes in einzelnen Zellen der Ubergang vom feststehen- 
den ZufluBraum in den Radraum einen periodischen Stromungs- 
zustand an dieser Stelle bedingt. 

Die bereits im alten Turbinenbau ausgefiihrte Parallelfiihrung 
des Wassers durch die Schaufelung und die Ausbildung eines ent- 
sprechenden Schaufelspaltes, die von den Turbinenbauem Amerikas 
zuerst als giinstig erkannt wurde, tragen der Notwendigkeit der 
Milderung dieser storenden Einfliisse Rechnung. Der nicht stationare 
Ubergang vom Rad in den AbfluBraum hat naturgemaB EinfluB auf 
die Stromung im AbfluBraum und wirkt hiermit storend auf den 
Beginn der Stromimg im Saugrohr. 

Ein anderes Mittel zur Milderung der Stromungen beim Uber- 
gang vom Leitrad ins Laufrcul im Falle der Turbine oder umgekehrt 
vom Laufrad ins Leitrad im Falle einer Pumpe besteht in der pas- 
senden Wahl des Leitradwinkels unter Beriicksichtigung der aus 
dem Netz der absoluten Stromlinien und der relativen Strombahnen 
und der Verteilung der DurchfluBmengen sich ergebenden mittleren 
Eintritts- resp. Austrittswinkel. 

Die Wirksamkeit dieses Mittels wurde in der Maschinenfabrik 
der Herren Gebriider Sulzer in Winterthur durch ausgedehnte, von 
Herm Karl Sulzer-Schmid organisierte und geleitete Versuche 
sowohl an Modellen als auch an Ausfuhrungen groBten Umfanges von 
Zentrifugalpumpen und Axialpumpen erkannt und quantitativ verfolgt. 
Diese Ergebnisse beziiglich der Stromungsstorungen am Ein- 
und Austritt des bewegten Kanalsystems haben natiirlich auch Giiltig- 
keit fiir den 
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11. FaU. 

Gleichformige Rotation des Hohlraumes um eine 

feststehende Achse. 

Die Fundamentalgleichungen solcher Stromungen sind in der Studie 
des Verfassers „t)ber Flussigkeitsbewegungen in Rotationshohlraumen^, 
Schweiz. Bauzeitung, Bd. XLI, Nr. 19, 21, 22, 25, 26 fur widerstands- 
lose Bewegungen abgeleitet und auf Grund derselben eine weitere 
Studie im Bd. XLVIII, Nr. 23, 24, 25 derselben Zeitsehrift „Die 
Bestimmung der Kranzprofile und der Schaufelformen fiir Turbinen" 
veroffentlicht worden; dieselben lauten fiir die stationaren Relativ- 
bewegungen, bezogen auf das Zylinderkoordinatensystem mit den in 
vorliegendem Buche verwendeten Bezeichnungen und unter Einfiihrung 
der Widerstandsbesehleunigungskomponenten mit der Z- Achse als 
Hauptachse des Koordinatensystems : 

' ' y dz ' dz ^ "^ dr ^ ^rdq 

« « •^ y rdq ' dz ^ "" dr ^ ^rd(p ' r 



Die Kontinuitatsgleichung lautet: 

dz~rdq^ dr^ r 

Die Glieder r(o^ und 2t; co in der zweiten Gleichung und — v^w in 
der dritten Gleichung sind die Beschleunigungen der Erganzungs- 
krafte; dieselben sind Massenkrafte, daher nicht erst in Oberflachen- 
krafte zu iiberfiihren, und beeinflussen als solche nur die Wert- 
verteilung der Pressung, aber nicht diejenige der Spannungen. 
Die Relativbewegung im Kanal wird gleichzeitig zur Absolut- 
bewegung, wenn der Kanal stillsteht, d. h. wenn co = gesetzt wird 
(es ist dies natiirlich nicht dieselbe Absolutbewegung, die der Stro- 
mung durch den bewegten Kanal entspricht). 

Die Fundamentalgleichungen der Relativbewegung bei bewegtem 
Kanal unterscheiden sich von denjenigen beim stillstehenden Kanal 
nur durch das Vorhandensein der Glieder, die co enthalten, 

Es konnen daher auch alle Glieder, die beiden Formen ge- 
meinsam sind, bei den Operationen, die zur Gleichung XXIII fiihren, 
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in gleicher Weise vereinigt werden wie friiher und sind die ay- 
Glieder entsprechend beizufiigen; dies fiihrt auf 



-^dp-^d''^+gdh+ 



(TF,d^+Tr^dr-l-TFrig)— (^V(AiyU+/ivVr^9^r) 



als hydrodynamische Grundgleichung der Reiativbewegung; 
als mathematiBche Bedingung ergibt sich hieraus, daB der Ausdmck 
in der eckigen Klammer ein voUstandiges Differential sein muB; 



r^ 



beim Glied G^K^d— ist dies bereits der Fall; es kann daher vor 

2 

die Klammer genommen werden. 

Werden W^^ W^ und W gleich Null angenommen, so geht die 
Gleichung XXIII^ in diejenige fiir widerstandsfreie, d. i. reibungs- und 
turbulenzfreie Bewegung iiber. 

Erganzt man nun in alien Stufen der Ableitungen, die zu den 
Gleiehungssystemen XXIV bis XXVII fiihrten, die Ansatze mit den, 
den co-Gliedem entsprechenden Ausdriicke, wobei natiirlich entwed«r 
die urspriinglichen Gleichungen auf Zylinderkoordinaten oder die 
Fundamentalgleichungen auf kartesische Koordinaten zu transfor- 
mieren sind, so erhalt man analoge Systeme XXIVu bis XXVEIjb und 
konnen aus denselben die SchluOfolgerungen betreffs des Bestandes 
von widerstandsfreien Formen und fiir die Wahl von Hilfsf unktionen 
zum Ersatz von TF^, W^ und W^ abgeleitet werden. 

Die Ausfiihrung dieses allgemeinen Operationsplanes fiihrt zu 
folgenden Grundsatzen. 

1. Es gibt fiir die Relativbewegung im bewegten Kanal ebenfalls 
Formen, bei denen widerstandsfreie Bewegung mogllch ware^). 

2. Es konnen dies jedoch nur im Falle der reinen zwei- 
dimensionalen Stromung, bei der es also in der Z-Richtung 
innerhalb des Stromungsgebietes keine Geschwindigkeitskomponenten 
parallel zur Z-Achse gibt, Potentialformen sein; dieser Grundsatz 
wurde bereits von Grashof in seiner „Theoretischen Maschinenlehre", 
erster Band, ausgesprochen. 

3. In dreidimensionalen Stromungsformen kann widerstands- 
freie Relativbewegung bei solchen Formen eintreten, die durch 
das angegebene Verfahren der Funktionsaddition widerstandsfreie 
absolute Stromungsformen ergeben; dies folgt aus den Ergebnissen 
auf Seite 237. 



^) £b sind dies solche Formen, deren Funktionen den KJammerausdrack 
von XXniit bei Tr,=Wr=W^ = zu einem vollstandigen Differential machen. 
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Die praktische Anwendung dieser Grundsatze ergibt 
sich aus der Umkehrung: Wird aus einer widerstandsfreien 
Stromungsform bestimmter Art, deren Netz um eine Achse 
als Drehachse gruppiert ist, durch Funktionsaddition eine 
relative Stromungsform abgeleitet, so ist dieselbe eine 
widerstandsfreie Form der Relativstromung, so daB ein Teil 
des Gebietes als Kanal eines Kreiselrades abgegrenzt und 
durch entspreehende Aneinanderreihung die raumliche Ge- 
staltung desselben erfolgen kann; innerhalb jedes Kanals kann 
dann die unter dem EinfluO der Widerstande vor sich gehende Aus- 
bildung von Schichtstromungen angenommen werden; hiermit ist der 
AnschluO an die verwendete Darstellungsweise erreicht. 

In friiheren Studien wurden speziell solche Stromungsformen fiir 
widerstandsfreie Bewegungen ermittelt, bei denen die Stromung in 
Rotationsflachen verlauft; diese Beechrankung ist aber nach obigem 
gar nicht notig; im materiellen Ausbau muB man allerdings bei 
Verwendung allgemeinerer Formen auf die innere Formgebung der 
Kranzprofilflachen durch Schablonenformerei verzichten, was aber 
namentlich bei Kemformerei gar keine, bei Blechschaufein gewiB nur 
leicht iiberwindliche Schwierigkeiten bietet; es konnen hierbei die 
Kanalformen immer so gewahlt werden, daB am Eintritt oder all- 
gemeiner dort, wo der Ubergang von feststehenden Leitsystemen 
ins bewegte Rad stattfindet, die Rotationsform erhalten bleibt. 

Mit dieser Erkenntnis und bei dem Umstand, daB die Er- 
ganzungskrafte ohne EinfluB auf die Spannungen p sind, ergibt sich 
aber die Moglichkeit einer Ubertragung der Ergebnisse beziiglich der 
Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung entsprechender ip- und 
;if-Funktionen aus einer fiir widerstandsfreie Bewegung gefundenen 
9?-Funktion und Einfiihrung der Jl-Funktion. 

Gestatten die Normalbewegung oder die Zustande am 
Zu- und AbfluB die Ausbildung widerstandsfreier Formen 
nicht, so ist die Stromung a priori mit Turbulenz, also 
mit Widerstanden verbunden. 

Hydraulische Bewegungsgleichungen. 

a) Hydraulische Fadenstromnng. 

Beschrankt man das Stromungsgebiet auf einen elementaren 
Kanal und faBt die Widerstande zusammen in ein Glied W^ds^, so 
folgt die hydrauUsche Grundgleichimg der Relativbewegung in der 
Form: 

l-dp-^-gdh + dy -d'^\w,ds^ = 0, 
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da langs einer Bahn das letzte Glied verschwindet; integriert gibt 
dieselbe eine der Grundgleichungen der hydraulischen Kreiselrader- 
theorie, Fadentheorie nach Poncelet 

- + ^ + ^- - '^ + S^ds^ = konst. 

b) Hydraulische FlacheiistrSmiing. 

Beschrankt man das Stromungsgebiet nicht auf einen elementaren 
Kanal, wohl aber auf eine unendlich dunne Schichte, gebildet von 
y;-Flachen als Schaufelflachen, so erhalt man eine hj^draulische Schicht- 
stromung, die zweite Kanalbegrenzung ist durch ;r-Flachen gebildet. die 
bei unendlich vielen Schaufeln zu Linien zusammenschrumpfen und als 
solehe in ihrer Aufeinanderfolge in eine Rotationsflache zu liegen kommen. 

Es gibt dies die Grundlage zu hydraulischen Flachentheorien 
fiir Kreiselrader, die sich durch entsprechende Wahl der Flachen- 
funktionen x ^^^ W unterscheiden konnen; ein Spezialfall ist die 
Theorie von Prof essor Dr. Lo re nz -Danzig (siehe „Neue Theorie und 
Berechnung der Kreiselrader" von Dr. Hans Lorenz, 2. Auflage, 
Druck und Verlag von R. Oldenburg). Die ;f-Flachen sind hierbei als 
Rotationsflachen mit der Funktionsform r^ z ausgebildet ^) ; die \p- 
Schaufelflachen sind Zylinderflachen mit Erzeugenden parallel zur 
Z-Achse; deren Funktionsform ist ofPen gelassen und nur Winkel- 
richtigkeit bei Ein- und Austritt, sowie mit Rucksicht auf die Aus- 
fiihrung mit endlicher Schaufelzahl die momentlose Formgebung bei 
Ein- und Austritt zur Bedingung gemacht. 

Verzichtet man auf eine Rotationsform fiir die ;ij-Flachen, 
was nach den friiheren Erorterungen auch praktisch ausfiihrbar er- 
scheint, so kann man unendlich viele Formen erhalten, die sich den 
im praktischen Turbinenbau verwendeten und bewahrten Profilformen 
mehr anschlieOen als die r^2^-Form, und bei denen dann auch bei 
endlicher Schaufelzahl Schichtstromung eintreten kann, die durch die 
Funktion k zu beschreiben ist; solehe Formen konnen dann 
ebensowohl fiir den Ausbau einer Flachentheorie., als auch 
einer Theorie, die von vornherein auf eine endliche Schaufel- 
zahl abstellt, gebraucht werden. 

c) Momentensatz von Euler. 

Fiir den dreidimensionalen Kanal nimmt die Gleichung XXIII 
fiir Schichtstromungen, die in widerstandslosen Formen unter dem 
EinfluO der Widerstande entstehen, die Form an: 

^) Im Band 56, Nr. 51 der Zeitsch. d. Ver. deutsch. Ing. hat Dr. ing. 
Bauersfeld die Theorie von Lorenz fiir die Ausbildung von Schaufelformen 
zwischen anderen Rotationsflachen als Profilflachen erweitert. 
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^dp^d~^+gdh ~ ^dV = 0, 

und wenn man hierin U=KW<p einfiihrt, wobei W eine unter aiia- 
logen Uberlegungen wie friiher nur bestimmende Funktion von \p 
ev. auch x is*- 

Wegen v/ = w^*, v^^= to^^, f erner : v^ = (w^ — r co) , mithin : 
folgt bei entsprechender Ordnung und Multiplikation mit 

9 

d. i. die durch die Flache d f^ in der Zeiteinheit flieBende Fliissigkeits- 
masse: 

^ dmdp^(dm)d^'\-{dm)dh-^{dm){K^d(p = (dm)d{iv^ra)), 

und da langs des elementaren Kanals dm==kon8t. und auch Ktp^ 
konstant ist, so folgt 



^-dmpj+dm{^'\'dmhj-\-dmKW(pj 



der Ausdruck 

9 

y 

stellt aber die Energie der durch den elementaren Kanal stromen- 
den Fliissigkeit am Eintritt und derselbe Ausdruck, nur mit dem 
Index II am Austritt, also der ganze Ausdruck die Energiedififerenz 
6 Ejj — dEj=^dE dar, d. h. es ist 

d E= (dm) (WqjrVjj — w^j rj)ct), 

der durch die Stromung im elementaren Kanal erhaltliche Energie- 
umsatz, der sich durch ein Kraftmoment 

an der Achse fiihlbar macht; in letzter Form ist der Euler- 
sche Momentensatz zum Ausdruck gebracht. 

Da man nun nach dem beschriebenen graphischen Verfabren 
fiir jede relative Strombahn den Wert von Wj und Wjj am Ein- 
resp. Austritt der GroBe und Richtung nach, daher auch ie j und 
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w jj, r^ und r,, sowie bei gegebenem X auch die Geschwindigkeits- 
verteilung und somit zu jedem df^ auch das dV reap. dQ bestimmen 
und daher 

bestimmen kann, so ist hierdurch die gesamte Bestimmung 
der von einem oder einer Folge solcher Kanale nach aufien 
erhaltlichen mechanischen Energie im Falle der Turbine 
bei negativem Wert von^ oder von auBen aufzunehmender 
Energie im Falle der Pumpe bei positivem Wert von E 
moglich, es erseheint somit die Hauptaufgabe der Theorie 
der Kreisrader mit endlichen, d. i. dreidimensionalen 
Kanalen mit der verwendeten Darstellungsweise losbar. 

Die Untersuchung der Bestandsfahigkeit der Stromung und hier- 
mit der Grenzen der Anwendbarkeit ihrer Form ist ebenfalls durch 
die in den verschiedenen Beispielen erlauterten Methoden durch 
Untersuchung des Wertverlaufes von pj^ an Rand- und sonstigen 
Stromungsflachen moglich. 

Schlufifolgerung. 

In rotierenden Kanalen mit feststehender Drehachse nehmen die 
Relativ- und die Absolutstromung bestimmte Formen an (Seite 235), 
liegt die Kanalbewegung innerhalb der Relativformen, so ist die 
Stromung im Kanal kontinuierlich verteilt, andemfalls tritt diskonti- 
nuierliche Stromung ein. 

Unter diesen Formen gibt es solche, die widerstandsfreier Stro- 
mung entsprechen; in den betrefPenden Kanalformen konnte, abge- 
sehen vom EinfiuO der Viskositat und der nur periodisch stationaren 
Zustromung tumbulenzfreie Stromung eintreten; es ist anzunehmea, 
daB die Umsetzung von mechanischer in hydraulische Energie und 
umgekehrt in derart geformten Kanalen am giinstigsten vor sich geht. 

Das Entstehen von diskontinuierlichen Stromungen in Kreisel- 
radem erseheint durch eine Reihe von Versuchsergebnissen bestatigt 



Beziiglich Verwendung der vorliegenden Darstellungsweise auf 
zeitlich veranderliche Stromungen konnen zurzeit nur die 
leitenden Gedanken mitgeteilt werden. 

Es erseheint zweckdienlich, die Erscheinung nach der zeitlichen 
Veranderlichkeit der in der Geschwindigkeitsformel enthaltenen GroQen 
zu ordnen: 

a) Ist in v=GVAk der Geschwindigkeitsfaktor Q nicht kon- 
stant, sondem veranderlich mit der Zeit, enthalten aber A und Jl 
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die Z&it nicht, so entspricht dies der Bewegung in geschlossenen 
Kanalen oder Rohren bei veranderlichem DurchfluO; Pro- 
bleme solcher Stromungen koiinen auf Grundlage derhydraulischen 
Bewegungsgleichungen behandelt werden, und zwar so lange, als 
die Stromungsform bei den verschiedenen innerhalb derFolge der 
Erscheinungen eintretenden Werten von G intakt bleibt. 

b) Mit 6r==konstant, aber unter Anwendung von Form- 
funktionen, die die Zeit als Variable enthalten, diirften alle Wellen- 
bewegungen, die nicht mit einer Stromung verbunden sind, be- 
schrieben werden konnen; fiir diese Falle bietet die klassische Hydro- 
dynamik eine Reihe schoner Losungen und wird diesbeziiglich 
auf Lambs Hydrodynamik verwiesen. 

c) Fiir die Probleme der nicht stationaren Bewegung in Kanalen 
und Fliissen werden O und die Formfunktionen zeitlich verander- 
lich angenommen werden miissen. 



IV. Anhang. 



Auszug aus dem Artikel des Verfassers in der Schweiz. 

Bauzeitung, Bd. LII, Nr. 7 und 8. 

Znr Geometrie der konformen Abbildnngen 

von Schanfelrissen. 

In der Rotationsflache mit der Meridianlinie mm (Fig. 67) sei 
p ein Punkt auf dem Parallelkreis mit dem Radius r; derselbe ge- 
hore dem Flachenstiick mit den unendlich kleinen Seitenlangen dl. 




Fig. 67. 

gemessen im Meridian, und rd<p, gemessen im Parallelkreis des 
Punktes p, an; die Diagonale ds dieses unendlich kleinen Flaehen- 
stuekes ist bestimmt durch die Gleichung: ds^ = dP -\'r*d(p^. 
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Dem Punkt p der Rotationsflache mm entspreche in der ko- 
axialen Rotationsflache mit der Meridianlinie MM ein Punkt P, 
dessen Lage derart angenommen wird, daB derselbe mit dem Punkt 
p in derselben Meridianebene liegt; der Radius seines Parallelkreises 
sei R, die Seiten des dem obigen entsprechenden unendlich kleinen 
Flaehenstiickes seien dL und Rd<p; hiermit ergibt sich fur die Dia- 
gonale die Gleichung dS^^dL' -{-R'^dcp^, 

Das Problem der konformen Abbildung verlangt, daB das Ver- 

ds^ 
haltnis -— ^ = t»* f iir alle, von den Punkten p und P innerhalb der 
do" 

Flachen, denen dieselben angehoren, aus gezogenen Richtungen 

denselben Wert hat, also unabhangig ist von dem Winkel, unter 

dem die Diagonale gegen die Meridianlinie oder den Parallelkreis 

geneigt ist; ist dies namlich der Fall, so wird jedem, den Punkt p 

enthaltenden unendlich kleinen Flachenelement mit beliebig geformter 

Umgrenzungslinie ein ebenfalls unendlich kleines Flachenelement um 

den Punkt P mit bestimmter Umgrenzung entsprechen, das dem 

ersten ahnlich ist. 

Bildet man nun f dlY 



ds^ , dP + r^dq)^ 



m 



dS^ dV-\'R^d(p^ S 



9 



(f )*+..■ • 



SO ist ersichtlich, daB dieser Bedingung fiir die beiden zugeordneten 

Punkte geniigt wird, wenn —== + —- gemacht wird, indem dann 

V R 

ds^ r* 

— — =:f»2__, ^ j^jgQ jjuy mehr von der GroBe der zugeordneten 

ao' R 

Radien abhangig wird; die Abhangigkeit zwischen r und R ist dann 

durch die Gleichung — = + -— bestimmt, wenn die Gleichungen der 

T R 

beiden Meridianlinien gegeben und betrefifend der GroBe der Radien 
zweier gewisser Parallelkreise der beiden Flachen eine bestimmte An- 
nahme getroffen ist, wie dies aus der Entwicklung der folgenden, 
mit Riicksicht auf die praktisohe Anwendung noch weiter speziali- 
sierten Falle zu ersehen ist. 

Da die obige Entwicklung keine Bedingung betreffend eine Ab- 
hangigkeit der Form der beiden Meridianlinien mm und MM ent- 
halt, so ist es auch zulassig imd zudem praktisch bequem, eine der 
Meridianlinien, z. B. MM als Gerade zu wahlen, wodurch die be- 
treffende Rotationsflache im allgemeinen zu einer Kreiskegelflache 
wird; je nach der GroBe des Winkels a, unter dem diese Gerade 
gegen die Achse geneigt ist, erhalt man folgende drei Falle: 
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1. Fall: a = 90^, die Rotationsflache MM wird zu einer Ebene 
EE senkrecht zur Drehachse. 

2. Fall: 90®>>a>0, die Rotationsflache wird eine spezielle 
KreiBkegelflache. 

3. Fall: a = 0, die Grerade hat den konstanten Abstand B^ von 
der Achse; die Rotationsflache wird zu einer Zylindeiflache ZZ. 

Die Flachen des zweiten und dritten Falles konnen in Ebenen 
ausgebreitet werden, die Bilder der ausgebreiteten Flachen sind 
naturgemaO den Bildem der Kegel-, bzw. Zylinderflache in den 
kleinsten Teilen kongruent, also auch ahnlich; es ergibt sich 
somit, daO in alien drei Fallen ebene konforme Abbildungen der 
Rotationsflache mm entstehen, d. h. jeder beliebigen Figur in der 
Rotationsflache mm entsprechen in den drei Abbildungen bestimmte, 
der ersten konforme Figuren, die dann naturgemaB auch untereinander 
konform sind. 

Mit dieser allgemeinen Eigenschaft sind eine Reihe fiir die An- 
wendung wertvolle besondere Eigenschaften verbunden; we z. B.: 

1. Den Parallelkreisen der Rotationsflache mm entsprechen 
ebenfalls Parallelkreise auf der Ebene des ersten Falles, am Kegel 
des zweiten Falles, am Zylinder des dritten Falles; in der ausge- 
breiteten Kegelflache des zweiten Falles entsprechen denselben wie- 
der Parallelkreise, in der ausgebreiteten Zylinderflache des dritten 
Falles gerade Linien. 

Den Meridianlinien der Rotationsflache m m entsprechen in alien 
drei Fallen gerade Meridianlinien, die zu den Parallelkreisen der 
Abbildungen senkrecht stehen. 

Es ist hierdurch die Aufzeichnung orthogonaler Netze mit einander 
zugeordneten Netzlinien ermoglicht. 

2. Die Bilder von Kurven, die in der Rotationsflache mm liegen, 
schneiden in zugeordneten Punkten die entsprechenden Netzlinien 
unter denselben Winkeln; die Abbildungen werden winkeltreu. 

3. Aus den Langen der Abbildungen von Kurvenstiicken lassen 
sich die wahren Langen derselben in der Rotationsflache mm be- 
stimmen; dasselbe gilt von Flachenstiicken, die von solchen Kurven 
bzw. deren Abbildungen begrenzt sind. 

4. Es konnen in den Abbildungen Kurven und Kurvenscharen 
konstruiert werden, denen in der Rotationsflache mm bestimmte 
Eigenschaften, z. B. die der Aquidistanz, orthogonalen Schnittes usw., 
zukommen. 

5. Man kann di^ Kurven der Abbildungen als Bahnen bewegter 
Punkte betrachten und aus den Geschwindigkeiten in der Abbildung 
diejenigen in der Rotationsflache bestimmen. Hieriiber geben nun 
folgende Erorterungen AufschluO: 
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I. Bestimmung der Elemente der konformen Netze und 

Aufzeichnung derselben. 

a) Zum ersten Fall: a = 90®. 

Das konforme Netz besteht aus radialen Geraden, die durch 
den Schnittpunkt o des Achsenkreuzes XY gehen und deren gegen- 
seitige Lage der gegenseitigen Neigung der Meridianebenen ent- 
spricht und aus Parallelkreisen, deren Halbmesser aus der Relation 

/? T til 

— - == + — bestimmt wird. Es wird L = R und mithin ergibt sich 

dR , dl 

— = -+- — la 

B -r 

B = R^e-i- Ila 

worin r^ und Bq die Radien der zugeordneten Parallelkreise und e 
die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnen. 

1st die Meridianlinie mm durch die Gleichung z = F{r) bestimmt, 
wobei z und r die Koordinaten eines rechtwinkligen ebenen Koordi- 
natensystems in einer Meridianebene bedeuten und die J?-Achse mit 

dz 



der Drehachse zusammenfallt, so wird mit^'(r) = - 



dr 



also 

r 

Das Doppelzeiehen + deutet auf zwei Losungen bin, die nach 
der allgemeinen Theorie der konformen Abbildungen als spiegelbild- 
ahnlich bezeichnet werden. Die analytische Ausfiihrung der Inte- 
gration ist, selbst wenn tatsachlich die Funktion F gegeben ist, 
meist sehr schwierig oder doeh wenigstens umstandlich; in den 
praktischen Fallen ist iibrigens zumeist nur die Kurve mm selbst 
gegeben und ist daher zur Ausfiihrung der Integration im allgemeinen 
eine graphische oder tabellarische Bereehnungsmethode zu empfehlen, 
die sich darauf griindet, daO der Wert jedes bestimmten Integrals 
einer Quadratur entspricht. Den Figuren 68 und 69 ist eine Be- 
rechnungstabelle beigegeben^ die nach den Erfahrungen an Ubungs- 
beispielen rasch und mit geniigender Genauigkeit zum Ziel fiihrt. 

Es wird die Meridianlinie mm (Fig. 68) in eine Anzahl am besten 
gleicher Teile von der Lange A I geteilt, so daO, wenn man dieselbe 

in eine Gerade ausstreckt, auf den Teilpunkten die Langen — als 
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Ordinaten nach einem angenommenen Mafistab auftragt, eine Kurve 
und damit eine von der gestreckten Meridianlinie, den Endordinaten 

— und — und der Kurve gebildete Flache entstebt, deren einzelne 




X — 



2:^M^_ 



Fig. 68. 



Elemente aus A I und dem mittleren Ordinatenwert zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten bestimmt werden. 

In Kolonne IV der Tabelle sind die Mittelwerte von — , in Ko- 

r 

lonne VI die Einzelwerte der Flachenstreifen Af,m Kolonne VII die 
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Konf 


orme 


Abbildunj! 


auf der Ebe 


ne EE {zu 


Fig. 69). 


I 


II . Ill 1 IV 


V 


VI VII 


VIII 1 IX 1 X 1 XI 


Pkt. 


r 1/r 


mittel 


dl 


^r, A' 


Jl' a/B, R 1 r/fi 





10,00 


1,0000 


0,1055 
0,1173 




01055 ''■"^ 


1,000 1,000 


10,00 1 1,000 


1 


e,oo 


0.1111 




0,1173 


0,1055 


1.111 0,900 


9,00 1 1,000 


2 


8,10 


0,1235 


g 


0,2228 


1,250 i 0,800 


8.00 1,018 


3 


7,34 




" 




0,3526 


0,423 , 0,703 


7,03 ' 1,045 


4 


6,70 






0.4953 


0,670 0,609 


6,09 ! 1,100 


5 

6 

8 


6,15 
5,71 
5,37 
5.10 


0,1752! 0,1807 


1 




0,918 ■ 0,522 
2,270 ■ 0,441 
0,720 0,368 
3,295 0,303 


5,22 i 1,179 
4,41 ' 1,295 
3,68 ' 1,460 
3,03 ' 1.684 


9 


4,94 , 0,2025. '^''^'^~ 




4,020 . 0,249 


2,49 1,984 


10 


4,75 


0.2106 








1.5978 


4,941 1 0,202 


2,02 1 2,351 



lotegralwerte 



J^ 



als Summen der Einzelwerte J f eiDgetraigeiL 



Die Werte der Kolonne VIII r '' werden am beaten aua den Werten 
der vorhergebenden Kolonne mit Hilfe der Tafel der natUrlichen 
Log&rithmen bestimmi. 

n"pr*sil, Tschnlish* BrdrDdrDUDlk. 17 
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Die Koloime IX gibt — - ; im Beispiel sind, da der auOerste 

Punkt der Meridianlinie zum Ausgangspunkt genommen wurde, die 
entsprechenden Werte aus 

B -f'-i 1 

/» •' r 



^0 






berechnet worden; es wird hierbei ^ <C 1 J ^®i Anwendung des 

-j-Zeichens wiirde ^>1, die Abbildung ware dann zur erhaltenen 

spiegelbildahnlich. Kolonne X gibt die Werte von B bei der Zu- 

ordnung' BQ = rQ, Kolonne XI gibt fiir spatem Gebrauch die Werte 

r 
von — -. 
R 

Das aus radialen Geraden und Parallelkreisen bestehende Netz 
wird fiir den Gebrauch am besten so angeordnet, daB sein Achsen- 
kreuz X Y parallel demjenigen des Grundrisses ist (Fig. 68, 69). 

Es ergibt sieh hierbei am einfachsten die punktweise Ubertragung 
von Figuren aus der Abbildung in Projektionsdarstellung; um nicht 
zu viele Parallelkreise zeichnen zu miissen, empfiehlt es sich, auf 
einem der Schenkel des Achsenkreuzes z. B. OY die Halbmesser 
r = F{R) dureh eine Kurve darzustellen ; fiir die Ubertragung groBerer 
Linien und Flachenkomplexe empfiehlt sich die Aufzeichnung gleich- 
maBig verteilter radialer Netzlinien. 

b) Zum zweiten Fall: 90^>a>0. 

Es ist hier zweckmaBig, die entwickelte Kegelflache zu zeichnen; 
das Netz besteht wieder aus radialen Linien und Parallelkreisen, die 
folgendermaBen erhalten werden: 

Dem Radius Rq des Parallelkreises der Kegelflache QK, der 
einem bestimmten Parallelkreis der Rotationsflache mm zugeordnet 
wird, entspricht eine Lange der Erzeugenden bis zum Kegelscheitel 

R 

von Lq = -r^- ; diese Lange gibt den Radius der entwickelten Grund- 

linie des Kreiskegels; die von Q aus zu denjenigen Teilpunkten dieses 

Grundkreises, die dem Schnitt mit den Meridianebenen entsprechen, 

gezogenen Geraden bilden die radialen Netzlinien; die Halbmesser 

dL , dl ^ 
der Parallelkreise werden wieder aus der Relation -^=r=T — be- 

R ■" r 

rechnet. 
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Fig. 70. 



Man hat L^= 



: — , also dL^=—. — und mithin: 



sin a sm a 

dB , , dl 

— = ±8ma- I, 



jB == Mq b 



±»*»«J 7 



n. 



17* 
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Vq und Rq sind wieder die Radien der zugeordneten Parallelkreise 
von Rotationsflache m m und Kegelflache ii K, e die Basis der natiir- 



lichen Logarithmen. Nun ist aber auch L= -. 



B 



R 







sin a 



sin a 



und 



mithin folgt fiir das entwickelte ebene Netz 



1 = 1^6 



-I-Binaj - 



rt 



Beziiglich der Bestimmung des Integrals gilt dasselbe wie im 
friihem Fall; im Beispiel der Fig. 68 und 70 wurde die Kegelflache 
mit Riicksicht auf praktische Anwendungen so gewahlt, daB dieselbe 
die Rotationsflache mmim Parallelkreise 6 beriihrt und wiirde R^=:ir^\ 



6 



sin a 



angenommen. 



Konforme Abbildung auf der Kegelflache Q K (zu Fig. 70). 




1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 



I 


II 


III 


IV 


V 


VI 


VII 


VIII 


IX 


X 


XI 


XII XIII 


XIV 


s 


r 


1/r 


1/r 
mittel 


Al 


^f 


ri 


sin a \ 


sin u \ 

e -^ 


L/Lo 


L 




r 


£ 


J^ ^-^Q ' '*^ 91 U U 


Lniua 



10,00 
9,00' 
8,10 
7,84l 
6,70' 
6,15' 
5,7 1! 
5,37 
5,10 
4,94 
4,75 



0,1000 
0,1111 
0,1235 
0,1362 
0,1492 
0,1626 
0,1752 
0,1863 
0,1961 
0,2025 
0,2106 



0,1055 
0,1173 
0,1298 
0,1427 
0,1559 
0,1689 
0,1807 
0,1912 
0,1993 
0,2065 



4^3 

G 
06 

00 

a 
o 

\4 



0,1055 
0,1173 
0,1298 
0,1427 
0,1559 
0,1689 
0,1807 
0,1912 
0,1993 
0,2065 1 



4- 0,8201 
+ 0,7146 
+ 0,5973 
+ 0,4675 
+ 0,3248 
+ 0,1689 
0,0000 

— 0,1807 

— 0,3719 

— 0,5712 

— 0,7777 



0,3240 

0,2823 

0,2359 

0,1847, 

0,1283 

0,0668' 

0,0000' 

0,0714j 

0,1468 

0,2257 

0,3071 



1,3825 
1,3262 
1,2662 
1,2025 
1,1362 
1,0720 
1,0000 
1,0740 
1,1587 
1,2537 
1,3587 



1,3825 
1,8262 
1,2662 
1,2025 
1,1362 
1,0720 
1,0000 
0,9310 
0,8630 
0,7980 
0,7860 



20,051+5,55 7,9201,263 

19,28|+ 

18,36 + 

17,44'+ 

16,46!+ 



4,73 7,598 
3,86 7,253 
2,94 6,885 
1,96 6,505 



15,50 
14,50 
13,50 
12,52 
11,57 
10,67 



+ 



1,00 
0,00 
1,00 
1,98 
2,93 
3,83 



6,122 
5,710 
5,333 
4,990 
4,570 
4,230 



1,185 
1,120 
1,066 
1,083 
1,005 
1,000 
1,007 
1,022 
1,081 
1,123 



In Kolonne VU der beziiglichen Berechnungstabelle ist dem- 

Cdl 
entsprechend fiir den Punkt 6 der Integralwert I — = angenommen 

und die Flachen bis 6 positiv, von 6 bis 10 negativ in Rechnung 

gesetzt worden; aus dera Grund ergeben sich die W^erte von y- 

wie folgt: 







-1 
L 



Cdl 
Binaj - 
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fiir die Grenzen bis 6 und 

L 1 



^0 Bin a J — 



r 

e 



fUr die Grenzen 6 bis 10. 

Beziiglich der iibrigen Kolonnen, sowie der Netzzeichnung kann 
auf die Fig. 70 nebst Berechnungstabelle verwiesen werden. 

c) Zum dritten Fall: a = 0. 

Die Zylinder-Erzeugende hat den Abstand Bq von der Drehachse. 

Auch hier ist es zweckmaBig, die entwickelte Zylinderflache zu 
zeichnen. Das Netz besteht aus zwei Scharen orthogonaler Geraden, 
von denen diejenigen, die den Meridianlinien der Rotationsflache 
entsprechen, in Abstanden aufzutragen sind, die den Abschnitten am 
Kreise vom Radius jR^ entsprechen, die durch die Schnittpunkte der 
Meridianebenen mit diesem Kreise gebildet sind. Die Abstande der 
den Parallelkreisen entsprechenden Geraden bestimmen sich wieder 

aus der Relation — -== + — ; es ist hier jB konstant gleich jB^ und 

mithin 

dL . dl y 

— =^+ - ^e 



r 



••o 



Hierbei kann Lq einen beliebigen Wert, also auch Null an- 
nehmen; die Formel vereinfacht sich dann zu 



=4t- 



u 



Die der Fig. 71 beigegebene Berechnungstabelle, sowie die be- 
trefFende Figur erklaren im Verein mit dem Vorhergehenden die Be- 
rechnungs- und Darstellungsweise. 



IL Cbertragang von Kurven. 

Es sei eine in der Rotationsflache m m (Fig. 68) liegende Kurve a h 

in den beiden orthogonalen Projektionen a'}/ und a" 6" gegeben; es 
sind deren konforme Abbildungen zu zeichnen. 



Konforme Abbildung auf der Zylindeiflache ZZ (zu Fig. 71). 
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9,00 


0,1000 
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0,1055 


0,0000 
0,1055 


0,000 
0,105 


0,00 
0,52 


2,00 
1,80 


2 
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6 


a,io 

7,34 
6,70 
6,15 


0,1235 

0,1362 
0,1492 

0,1626 


0,1298 
0,1427 
0.1559 
0,1689 

0,1807 


I 


0,1398 
0,1427 
0,1559 

0,1689 
0,1807 


0,2228 
0,3526 
0,4953 
0,6512 


0,223 
0,353 

0,495 
0,651 


1,11 

1,76 
2,47 
3,26 


1,62 
1,47 

1,34 
1,28 


7 


5,71 
5,37 


0,1752 
0,1863 


^ 


0,8201 
1,0008 


0,820 
1,001 


4,10 
5.00 


1,14 

1.07 


8 
» 
10 


5,10 
4,94 
4,75 


0,1961 
0,2025 

0,2106 


0,1993 

0,2065 




0,1993 

0,2065 


1,1920 
1,3913 

1,5978 


1,192 
1,391 
1.598 


5,96 
6,95 
7,99 


1,02 
0,99 
0,95 



a) Im Falle: 



' (Fig. 69). 



Um z. B. den dem Punkt p^ entsprechenden Punkt der kon- 
formen Abbildung zu erhalten, zieht man OP^ || op^\ der Schnitt- 
punkt dieses Strahles mit dem Patallelkreis 4 des konformen Netzes 
gibt den Punkt P^ usf. 
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b) Im FaUe: 90®>a>0 (Fig. 70). 

Die Lange des Bogens if, den der Strahl op^ im GrundriB am 
Kreis mit dem Radius Rq = r^ abschneidet, wird am Parallelkreis 6 
des konformen Netzes vom Anfangsstrahl Q Y aus in ^ ft aufgetragen, 
der Schnitt des Strahles Q K mit dem Parallelkreis 4 den konformen 
Netzes gibt den Punkt P^ usf. 

c) Im Falle: a = (Fig. 71). 




Die Lange des Bogens u m, die der Strahl op^ im Grundrifi am 
Kreis mit dem Zylinderradius U^ abschneidet, wird im konformen 

Netz vom Anfangsstrahl YY aus in USB abgetragen; der Schnitt- 
punkt der Parallele zvl YY durch TJ mit der Geraden 4 des kon- 
formen Netzes gibt den Punkt P^ usf. 

in. Die Bestimmung der wahren Lange einesKurvenstflckes ah 
in der Rotationsflache au8 dessen konformen Abbildungen. 

Fiir den FaU: a = 90<^. 
Aus der Grundgleichung 

B 

Tragt man den zu jedem Punkt der gestreckten Kurve AB ge- 

f 
horigen Wert — als Ordinate iiber dieser Linie auf (Fig. 72), so stellt 

die so erhaltene Flache obiges Integral dar; die Flachenbestimmung 
kann durch Planimetrierung erfolgen. 

IV. Die Aufzeichnnng yon Knrven, die der Kurve a 6 in der 

Rotationsflache aquidistant sind. 

£s sei e die sehr kleine Entfemung, um die die gesuchte Kurve 
von der gegebenen Kurve abstehen soil; dieser Entfemung e ent- 
spricht in der konformen Abbildung eine Entfemung Ey die durch 

jB 

die Gleichung E=€— bestimmt ist; diese Gleichung wird 



T 




fiir den Fall a: 


E e^ 

r 


fur den Fall h: 


r 


fiir den Fall c: 


E-e^". 

r 
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Die konformen Abbildungen der gesuchten Kurven ergeben sich 
als die Umhiillenden der Kreise (Fig. 69), die um die einzelnen 

Punkte der Kurve AB mit den entsprechenden Radien E gezeichnet 
werden; die tTbertragung in die orthogonalen Projektionen der Rota- 
tionsflache erfolgt unter Beriicksichtigung des unter III behandelten 
Verfahrens. 



V. Die Bestimmung des walireii Inhaltes eines Flachenstuckes 
aus demjenigen der konformen Abbildung. 

Die Aufgabe wird fiir den Fall a im AnschluQ an die friihere 
Aufgabe behandelt: es ist die wahre GroBe des Flachenstreifens ah 
zu bestimmen. 

£s ist im allgemeinen der Inhalt eines in der Rotationsflache 
liegenden Flachenelementes gegeben durch df=rd(pdL Der In- 
halt des entsprechenden Flachenelementes in der konformen Ab- 
bildung ergibt sich mit dF=B'dq)'dL, mithin: 



df 
dF 


rdqpdl 
RdqpdL 


Oder mit 


dl 
dL 


r 
B 


df 
dF 


r" 


also 


f — 

i 


J3 


iF. 





Bezeichnet man mit \p die im Parallelkreis B der konformen 
Abbildung gemessene Breite des Flachenstiickes, so ist dF=y)dB 

und es folgt 




=/ 



*2 



LS^ 



W 



dB, 



9 10 



Fig. 73. 



Das Integral kann wieder durch 
Quadratur bestimmt werden, wie aus 
Fig. 73 ersichtlich ist; da im Beispiel 2c =1,0 cm als Aqui- 
distanz der beiden neben ah gezeichneten Linien genommen ist, so 
ergibt sich aus dem nach obigem bestimmten Flacheninhalt von 
11,04 qcm des Flachenstreifens ah eine mittlere Lange desselben von 
11,04 cm, was mit den friiher gefundenen Werten in geniigend ge- 
nauer Ubereinstimmung steht. 

Auf derselben Gnmdlage konnen auch die Formeln fiir die 
Flachenbestimmung aus den andem konformen Abbildungen abgeleitet 
werden; dieselben ergeben sich 
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fiir den Fall b mil /= -rr^—, — w dL 



fiir den Fall c mit f 



=m 



dL, 



VL Geschwindigkeits- und Bahnbestammmigen. 

Betrachtet man ah und AB ais gleichzeitig durchlauf ene Bahn- 

d 8 T 

kurven, so ergibt sich aus der Grundgleichung 



dS B 



unter Ein- 



fuhrung der Geschwindigkeiten 

v = 3- und 7= 3- die Bezie- 
dt dt 

hung V :V=r :B, die die Be- 
stimmung der einen Geschwin- 
digkeit aus der andem vermittelt. 
Es sei nun ein Kanal mit 
rechteckigem Querschnitt um 

a b als Mittellinie derart gef ormt, 
dafi zwei der Begrenzungsflachen 
in Rotationsflachen liegen, deren 
Meridianlinien in kleinen Abstan- 
den von mm verlaufen. wahrend 
die zwei andem Begrenzungs- 
flachen durch Erzeugende ge- 
bildet sind, die langs der beiden 
f ruber bestimmten Aquidistanzen 
angeordnet senkrecht zur Ro- 
tationsflache mm stehen (Fig. 74). 
Denkt man sich den so be- 
stimmten Kanal von Wasser 
durchstromt, so erhalt man, wenn 
h die Breite des Kanals, ge- 
messen im Streifen ab, und d 
die Tiefe desselben, gemessen 
zwischen den beiden Begren- 
zungsrotationsflachen, und q das sekundlich durchstromende Wasser- 
quantum bedeuten, die Werte der mittlem Geschwindigkeiten 




jr — J — 



Fig. 74. 



durch t; = ~- . 
bo 



Bezeichnet femer B die Breite des Streifens AB, 



80 ut, wenn b und B geniigend klein sind, zu setzen b : B = f : fi 
und daraus folgt: 



B 



B 



V=^.v = [" .^. 



BV 



r B-6' 

mit der Einfuhnuig der Bezeichnungen v ^ — und S ^ — erfaalt 
man 



" r B d 



und S = 



_1_ 
' Bd' 



welche GroQen im Beispiel auf Fig. 7& wieder tobellarisch berechnet 
und eingetragen sind. 



Konforme Abbildung auf der Ebene BE {zu Fig. lb). 




Dreht sich der Kanal mit einer 
konstanten WinkelgeBchwindig- 
keit <o um die Drehachse, so 
kommt jedem Punkt desselben 
eineGeschwindigkeit u^rco zu; 
dieser Bewegung des Kanals eat- 
sprecben BeweguBgen der kon- 
formen Abbildungen und zwar: 

Im Falle a eine DrehbewegUQg 
mit dereelben Winkelgeschwin- 
djgkeit m, also mit U^Bia, 
u d. h. es beeteht fiir zwei zugeho- 
rige Funkte der linien ab und 
AB, die denselben als Kanal- 
punkte zukommen, die Relation 
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u: U=r:B = v:V=t>:^, 



woraus zu entnehmen ist, daB man in der Abbildung aus der Bahn AB 
als relativer Bahn bei gegebener Winkelgeschwindigkeit die absolute 
Bahn bestimmen kann. 

Im Falle b (Fig. 76) kommt dem konformen Kanalbild in der 
Kegelflache ebenfalls eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwindig- 
keit (o zu; in der entwickelten Kegelflache besitzt daher jeder Punkt 
eine scheinbare Drehbewegung um den Mittelpunkt der Entwicklung, 
deren GroBe bestimmt ist durch 

L R 

so dafi sich wieder ergibt t* : [7 = f :fi = v: F=t): 8. 
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Fig. 77. 



Fig. 76. 
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Im Falle c (Fig. 77) kommt der Zylinderflache ebenfalls eine 
Drehbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit a> zu, die fiir die ent- 
wickelte Mache zu einer Translationsbewegung von derGroBe V = R^(jt} 
wird; man erhalt damit wieder die Relation 

u:TJ=r\R^ = v: 7= t) : 8. 

Es kann also in alien Fallen in der Abbildung bei gegebenen 
Geschwindigkeiten 7 und TJ das Bild der Absolutbahn bestimmt und 
dann dasselbe in Projektionen iibertragen werden. 



2li8 Anhang. 

Veigleichende Zusammenatellung der konformen Abbildung 
eines StromungsnetzeB. 



Fig, : 

t 9 i 3 i 



Pig. 81, Pig. 80. 

Von dem in Fig. 78 im AufriB uad GrundriQ darge8t«Ut«n Stro- 
mungsoetz iat: 

Fig. 79 die konforme Abbildung in der Ebese BE. 

Fig. 80 die in die Ebene auegebreitete konforme Abbildung anf 
der Kegelflache EK. 

Fig. 81 die in die Ebene ausgebreitete konforme Abbildung auf 
der Zylinderflache ZZ. 
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Im Beispiel auf Fig. 75 wurde die Berechnungstabelle fiir die 

Bestimmung der Absolutbahn in bezug auf den Fall a volLstandig 

durchgefiihrt. Es wurden statt V und U die proportionalen GroBen 

V U 

9} = — und U = — und mittels der Formeln 

n 



=J^ 



r=l4? und a = Ur 





die Bogenabstande a der Punkte der absoluten Bahn von denen 
der relativen Bahn berechnet. 

Es bedarf weiter keines Beweises, daB aus den Geschwindig- 
keitsdreiecken in der Abbildung die Werte der absoluten Geschwindig- 
keiten fiir die einzelnen Bahnpunkte bestimmt werden konnen. 



Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 



JUL 23 WA4 






Verlag von Julius Springer in Berlin. 



Die WaSSerkrafte, Uir Ansban und Ihre wirtsehattliohe Aiunntiimg. 

Ein technisoh-wirtsohaftliches Lehr- and Handbuoh. Von ^i.^i^ng. Adolf 
Ludin« GroBherzogl. Baninspektor. Mit 1087 Abbildungen im Text and aaf 
11 Tafeln. Preisgekront von der Kgl. Akademie des Banwesens in Berlin. 
In zwei Banden. In Leinwand gebanden Preis M. 60, — . 



AUgemeine Theorie fiber die yeranderliche Bewegung des 

WaSSerS in Leitnngen. I.Teil: Rohrleitangen. Von Lorenzo AUi^Ti. 
Deateche, erlaaterte Ausgabe, bearbeitet von Robert Dubs and V. Bataillard. 
II. Teil: Stollen und Wasserschlofi. Von Robert Dubs. Mit 35 Textfigaren. 
In einem Bande. Preis M. 10, — . 

Die Torbinen fiir Wasserkraftbetrieb. iiire Theone and Kon- 

struktion. Von A. Pfarr, Geh. Baarat, Professor des Masohinen-Ingenieur- 
wesens an der GroBherzogl. Technischen Hociischale za Darmstadt. Zweite, 
teilweise amgearbeitete and vermehrte Auflage. Mit 548 Textfigaren und 
einem Atlas von 62 lithographierten Tafeln. 

In zwei Leinwandbande gebanden Preis M. 40, — . 

Die ZentrifagalpUmpen mit besonderer Berucksichtigung der Sohaufel- 
schnitte. Von Dipl.-Ing. Fritz Neumann. Zweite, verbesserte and ver- 
mehrte Auflage. Mit 221 Textfigaren and 7 lithographierten Tafeln. 

In Leinwand gebanden Preis M. 10, — . 



Die xUinpeil. Berechnung und Ausfiihrung der fiir die Forderung von 
Fliissigkeiten gebrauchlichen Maschinen. Von Konrad Hartmann und 
J. 0. Knoke. Dritte, neubearbeitete Auflage von H« Berg, Professor an 
der Technischen Hochschule in Stuttgart. Mit 704 Textfiguren und 14 Tafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 18, — . 



Die Tlieorie der Wassertnrbinen. Ein kurzes Lehrbuch von Rudoit 

Esoher, Professor am Eidgenossisohen Polytechnikum in Zurich. Mit 242 Text- 
figuren. In Leinwand gebunden Preis M. 8, — . 



WaSSerkraftmaSChinen. Eine Einfflhrung in Wesen, Bau und Berech- 
nung modemer Wasserkraft- Maschinen und -Anlagen. Von Dipl.-Ing. 
L. Quantz, Oberlehrer an der KgL hoheren Masohinenbausohule zu Stettin. 
Zweite, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 159 Textfiguren. 

In Leinwand gebunden Preis M. 4, — . 



Torbinen nnd Torbinenanlagen. von viktor Geipke, ingenieur. 

Mit 52 Textfiguren und 31 lithographierten Tafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 15, — . 



Zu beziehen durch jede Buchhajidlung. 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 



Neuere Turbinenanlagen. Auf Veranlassung von Professor £. Reichel, 
und unter Benatzung seines Berichtes „Der Turbinenbau auf der Welt- 
auBsteliung in Paris 1900" bearbeitet yon Wilhelm Wagenbaohy Konstruk- 
tionsingenieur an der Kgl. Techn. Hochschule in Berlin. Mit 48 Textliguren 
und 54 Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 15, — . 

Zur Theorie der Francis-Tarbineii. Mit versuchen an einer soopfer- 

digen Turbine. Von ^r.»3ng. Fritz Oesterlen, Oberingenieur. Mit 31 Text- 
figuren und 19 lithographierten Tafeln. Preis M. 7, — . 

Die antomatische Begulierang der Turbinen. von ^r.:»sng. 

W. Bauersfeld, Assistent an der Kgl. Techn. Hochschule zu Berlin. Mit 
126 Textfiguren. Preis M. 6,—. 

TechniSChe Thermodynamik. Von Professor Dlpllng. W. SchiUe. 
Zweite, erweiterte Auflage der „Technischen Warmetechnik". Erster Band: 
Die fiir den Maschinenbau wichtigsten Lehren nebst teclmischen Anwen- 
dungen. Mit 223 Textfiguren und 7 Tafeln. In Leinwand geb. Preis M. 12,80. 

Anfgaben aus der technischen Mechanik. von Professor Fer- 
dinand Wittenbauer, Greiz. 

I. Allgemeiner Teil. Zweite, vollstandig umgearbeitete Auflage. 773 
Aufgaben nebst Losungen. Mit 572 Textfiguren. 

Preis M. 5, — ; in Leinwand gebunden M. 5,80. 
II. Teil: Festigkeitslehre. Zweite, verbesserte Auflage. ^ 591 Auf- 
gaben nebst Losungen und einer Formelsammlung. Mit 490 Textfiguren. 

Preis M. 6, — ; in Leinwand gebunden M. 6,80. 
III. Teil: FlUssigkeiten und Gase. 504 Aufgaben nebst Losungen und 
einer Formelsammlung. Mit 339 Textfiguren. 

Preis M. 6, — ; in Leinwand gebunden M. 6,80. 

Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der liolieren Matliematik fiir die 
technlsdien Bemfe. Von ^r.^^^g. Dr. phil. Heinz Egerer^ Diplom-Ingenieur, 
vorm. Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Material-Priifung an der Tech- 
nischen Hochschule Drontheim. Erster Band. Niedere Algebra und 
Analysis. — Lineare Gebilde der Ebene und des Raumes in analytischer und 
vektorieller Behandlung: Kegeltechnik. Mit 320 Textabbildungen und 575 voll- 
standig gelosten Beispielen und Aufgaben. In Leinwand geb. Preis M. 12, — . 

Differential- nnd Integrsdrechnung (Infinitesimalreeh- 

nung) fiir Inge]lieiire5 Insbesondere aueh zum Selbststndium. Von 
Dr. W. Koestier, Dipl.-Ing., Burgdorf, und Dr. M. Tramer^ Ziirich. Erster 
Teil: Grundlagen. Mit 221 Textfiguren und 2 Tafehi. 

Preis M. 13, — ; in Leinwand gebunden M. 14, — . 

TeehniSChe SchwingnngSlehre. Einfuhmng in die Untersuchung der 
fiir den Ingenieur wichtigsten periodischen Vorgange aus der Mechanik 
starrer, elastischer, fiiissiger und gasformiger Korper sowie aus der Elek- 
trizitatelehre. Von Dr. WiUielm Hort, Dipl.-Ing. Mit 87 Textfiguren. 

Preis M. 5,60; in Leinwand gebunden M. 6,40. 

Zu beziehen durch jede Buchhajidlung. 



I 
I 



\ 



i 



